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Prefazione 


L’“ aritmetica ”, cosi come viene insegnata nei corsi di mate- 
matica elementare, fino ai giorni nostri ha conservato una forma piut- 
tosto confusa, alternando passaggi rigorosi ad ampi richiami all’in- 
tuizione. Ci sembrava dunque che fosse giunto il momento di dare a 
questi, argomenti un’esposizione ‘ matematica” nel senso attuale 
del te shine. Era necessario a questo scopo introdurre alcuni elementi 
della tgoria degli insiemi, un’assiomatica dei numeri naturali e de- 
finiziogi degne di questo nome per le nozioni esposte, sia che queste 
si rifefiscano solo da lontano al mondo fisico, sia invece che siano ad 
esse connesse più strettamente come le ‘ grandezze” da misurare. 

L’Autore non soltanto ha saputo evitare gli scogli dell’astrazione, 
indicando quasi sempre la nozione o il fatto fisico di cui l’ente ma- 
tematico o l’assioma introdotto costituiscono lo schema ideale, ma 
è anche riuscito a districare idee fino ad ora confuse fra loro; per 
esempio la numerazione decimale che, nelle esposizioni elementari, è 
sempre inestricabilmente legata alle proprietà aritmetiche dei nu- 
meri. Egli ha saputo esporre queste ultime ricorrendo unicamente 


. alla rappresentazione delle unità mediante punti. Per quanto riguarda 


la numerazione, già l'introduzione di una base 4 qualsiasi, basta da 
sola a comprendere la natura di molti fatti, per esempio quella dei 
caratteri di divisibilità; essa era perciò indispensabile, anche a prezzo 
delle lungaggini alle quali conduce inevitabilmente l’esposizione 
sistematica. 

Poche opere erano fino ad ora in grado di offrirci un’esposizione 
corretta della misura delle grandezze. La presente ha il vantaggio di 
mettere l’accento sull’impossibilità di addizionate due grandezze 
fisiche, quando la loro somma sia troppo grande, comprendendo 
cosi nel caso generale la misura degli angoli. Era infine opportuno 
mettere l’accento sulla divisione per 2 e sulla numerazione binaria, 
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ora che quest’ultima, dopo avere invaso il campo delle calcolatrici 
elettroniche, sembra voler conquistare le misure fisiche, in partico- 
lare quelle delle lunghezze e delle masse (a questo proposito si ricordi 
che l’astronomo Lalande, nel secolo scorso, graduava in modo bi- 
nario i suoi cerchi, prima di procedere all’ulteriore divisione in gradi, 
minuti e secondi). 

Quest'opera senza precedenti, a nostro avviso dovrà essere fon- 
damentale, tanto per chi insegna queste materie, quanto per quegli 
studenti particolarmente dotati che si pongono un problema mate- 
matico su un argomento particolare dei tre corsi. 


René de Possel 


Professore d'analisi numerica 
alla Facoltà di Scienze di Parigi 
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Avvertenza 


Gli studenti provenienti dai corsi di matematiche elernentari 
restano spesso disorientati, al primo incontro con un corso superiore, 
dal brusco cambiamento di linguaggio e di simbolismo. 

Scopo di quest'opera, è di permettere loro, fin dal corso di ma- 
tematica elementare, di familiarizzarsi con notazioni e idee moderne. 

Lo studio dell’aritmetica deve essere interamente ripreso in tale 
corso, e l’esposizione di questa teoria costituisce un ottimo pretesto 
per mostrare agli allievi come, partendo da un piccolo numero di 
proprietà ammesse all’inizio e chiamate assiomi, si possa impostare 
in modo logico tutta una costruzione i cui principali risultati sono già 
familiari. 

La struttura fondamentale dell’insieme dei numeri naturali de- 
riva in modo logico da quegli assiomi che riassumono nel modo più 
conciso possibile l’esperienza che abbiamo di questi numeri. La no- 
zione d’insieme infinito s’introduce immediatamente nel modo più 
naturale e le definizioni e le proprietà delle operazioni perdono ogni 
carattere mistico. 

In un primo capitolo, abbiamo definito quel piccolo gruppo di 
simboli e nozioni che verranno poi utilizzate nel testo e che devono 
esser note a tutti gli studenti desiderosi di continuare in questi studi. 
Queste nozioni sono estremamente intuitive, ed abbiamo cercato, me- 
diante numerosi esempi, di mettere il lettore a proprio agio con esse. 

La prima parte riguarda lo studio dell’insieme dei numeri natu- 
rali e delle strutture operative che sono la base della matematica. Ad 
ogni tappa abbiamo definito una nozione nuova che si applica ad 
insiemi più generali: equazione, equipotenza, funzione crescente o 
decrescente, funzione logaritmica (esposta in modo conclusivo nel- 
l’ultimo capitolo), strutture di gruppo e di anello a proposito delle 
classi modulo x. 
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La numerazione ed i caratteri di divisibilità sono stati discussi 
in una base qualsiasi. Il sistema decimale perde cosi un po’ di quel 
carattere preponderante che induce molti a credere che un numero 
naturale sia una figurazione decimale, e fa loro dimenticare che gli 
antichi, ai quali si deve la scoperta delle principali proprietà dell’a- 
ritmetica, ignoravano questa rappresentazione. È noto che molte 
macchine elettroniche si servono, per ragioni tecniche, del sistema 
binario. E non solo le macchine elettroniche! In certe teorie (come si 
rileverà da questo libro) il sistema binario è molto più comodo! 

La seconda parte riguarda lo studio dell’insieme dei numeri ra- 
zionali e di quello dei numeri reali. Poiché, a questo punto, al lettore 
è già familiare l’algebra delle classi modulo #, un numero razionale 
viene definito come una classe di frazioni equivalenti. I numeri &-nari 
sono stati studiati in una base qualsiasi 4. Il loro insieme Q, (per 4 
fissato) è dotato di una struttura topologica che permette di definire 
i numeri reali senza l’ausilio degli altri numeri razionali. Ancor me- 
glio, questo procedimento permette di definire, a partire dall’insieme 
£,, gli altri numeri razionali ed i numeri irrazionali, di guisa che 
queste due categorie di numeri sostengano lo stesso ruolo: abbiano 
rappresentazioni infinite nella base 6. 

Da questo punto di vista, si può trattare la teoria della misura 
delle grandezze senza accanirsi a definire grandezze “ commensurabili ”° 
e grandezze “incommensurabili”. Una volta definita, in un insieme, 
un’addizione, si possono facilmente definire i multipli di un elemento, 
ma non si capisce come sia possibile parlare, subito dopo, del quo- 
ziente di un elemento per un numero intero. 

Di fatto, quando si opera in una determinata base è, il numero 
razionale che non appartiene a Q, ha lo stesso ufficio, nella misura 
delle grandezze, del numero irrazionale. Non avrebbe una funzione 
privilegiata, a meno che non si volesse definire il quoziente di due 
multipli di una stessa grandezza, il che, a nostro avviso, non fa 
progredire di molto la risoluzione del problema della misura. 

La misura di certe grandezze è complicata dal fatto che la somma 
di due di esse non sempre è definita; come capita per gli angoli. 
Dopo aver dimostrato che, per queste grandezze, l’assioma di Ar- 
chimede resta valido nella sua sostanza, abbiamo semplicemente mo- 
dificato il suo enunciato per renderlo applicabile ad un insieme di 
grandezze ove il numero dei multipli di un elemento è limitato. 

Nella quarta parte ci siamo occupati dei numeri relativi. Per in- 
trodurre i numeri negativi si usa, nella matematica moderna, sostituire 
un numero con tutta una classe di coppie equivalenti con il pretesto 


10 


Avvertenza 


di definire allo stesso modo una classe di coppie opposte alla prima. 

Mentre l’introduzione di coppie di interi è del tutto naturale pet 
quanto riguarda le frazioni, ci è sembrato inutile procedere allo stesso 
modo per i numeri relativi. Abbiamo semplicemente associato ad 
ogni numero 4 un nuovo simbolo 4 e abbiamo prolungato l’addizione 
in modo da poter scrivere 44 7= 0. 

A titolo di curiosità, abbiamo proposto per esercizio lo studio 
dei numeri relativi mediante le classi di coppie equivalenti, fornendo 
le indicazioni necessarie a risolverlo. La struttura di corpo è definita 
una volta introdotti i numeri relativi. 

Lo schema già introdotto per gli esponenziali e i logaritmi nello 
studio dei numeri naturali viene infine esteso all’insieme dei numeri 
reali mediante un procedimento analogo a quello utilizzato per la 
misura delle grandezze; per poter operare nel sistema binario, ba- 
sta sapere che ogni numero reale positivo ha una radice quadrata. 
Risulta allora definita l’operazione 4% per x appartenente a Q,. I 
numeri razionali che non appartengono a 0, e i numeri irrazionali 
hanno ancora lo stesso ruolo, e 4° risulta definita simultaneamente 
per queste due categorie di numeri. 

Abbiamo contrassegnato gli esercizi a nostro parere più difficili 
con uno o due asterischi a seconda della difficoltà. 

Teniamo qui ad esprimere la nostra gratitudine al prof. René 
de Possel per l’attenzione con cui ha voluto leggere a più riprese 
il manoscritto e per i preziosi consigli che ci ha voluto dare tanto per 
l'elaborazione quanto per la redazione di quest'opera. 

Esprimiamo anche i nostri sinceri ringraziamenti alla casa edi- 
trice Dunod per la cura prestata alla composizione ed alla presenta- 
zione dell’opera in lingua francese. 
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Capitolo primo 


Insiemi e relazioni 


In questo capitolo introduciamo degli elementi molto entuitivi 
della teoria degli insiemi, elementi che verranno in seguito utiliz- 
gati în quest'opera. Il lettore potrà rendersi conto che è possibile 
esprimere nozioni elementari servendosi di un linguaggio e di un 
simbolismo preciso. Prenderà contatto în particolare cor alcuni 
elementi di logica e con nozioni logiche che sono oggi di riso cor- 
rente. 

La nozione di funzione è fondamentale; în matenaatica è 
un concetto basilare che incontreremo molto spesso più avanti. 


1. In matematica si studiano famiglie o collezioni di oggetti di 
differente tipo (per esempio punti, interi, vettori). 

Questi oggetti o e/ezzenti formano, grazie a determinate proprietà, 
delle collezioni o insiezzi. 

Le teorie che si incontrano concernono ciascuna lo studio di 
una certa famiglia chiamata insieme di base della teoria. 

In geometria, ad esempio, l’elemento di base è il punto, e l’in- 
sieme di base, l’insieme di tutti i punti. 

In aritmetica, l’insieme di base è l’insieme di tutti i numeri na- 
turali che noi definiremo nel capitolo seguente. 

In genere si indica un elemento con una lettera minuscola : l’ele- 
mento 4; un insieme con una lettera maiuscola: l'insieme A. 

Spesso un elemento o un insieme possono venire rappresentati 
da altri simboli grafici o da combinazioni di simboli grafici (ad esem- 
pio il numero naturale 128 nella rappresentazione cifrata decimale). 


2. Gli elementi di un insieme possono essere legati fra di loro 0 con 
elementi di un altro insieme, da alcune relazioni. 


Eccone alcuni esempi. 
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Relazione d'appartenenza. 


“ L’elemento 4 appartiene all’insieme A”. 
Questa relazione si indica 


aed. 


La negazione di questa relazione è un’altra relazione che si enun- 
cia: ‘“ L'elemento 4 non appartiene all’insieme A”, e si indica: 


ad A. 


Relazione di uguaglianza. 

Se, occupandoci di un insieme A, siamo indotti a indicare lo 
stesso elemento sotto due nomi diversi, 4 e 5, si dice che ‘ 4 è uguale a 
b”, e lo si indica 

a= b. 


Si può anche dire che 4 coincide con .. 
La negazione di questa relazione è un’altra relazione che si enun- 


cia: 
“a è diverso da ©” oppure “4 è distinto da 4” 


e si scrive: 


ac b. 


Si srabilisce dunque una relazione congiungendo un elemento 
(o un insieme) x a un elemento (0 un insieme) y mediante un legame 
<P e si scrive: 


xG7). 


La relazione può essere vera per certi elementi x e_y, e falsa per 


altri. 
Nell'insieme 7 degli abitanii della Terra, la relazione 


“x è nato nello stesso anno di y ” 
è vera per certe coppie di abitanti (x, y), falsa per altre. 


Relazione di inclusione. 


Si dice che un insieme A è contenuto in un insieme 8, se ogni 
elemento di A appartiene a £. 
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Insiemi e relazioni 


Questa relazione si indica con 


AcB 
e si legge: 
“A è contenuto (o incluso) in B”. 


Questa relazione è sinonimo di: 


“ B contiene A” 
che si indica con 


BIA. 


Esempio. — La classe di matematica A è contenuta nel liceo 8, 
i ; i SRI 
dove l’elemento di base di questi insiemi A e B, è l’allievo. 


Uguaglianza di due insiemi. 
Quando al tempo stesso 


AcB e BE A 


a P ia 
si dice che ‘A è uguale a 8” o che ‘A coincide con B” e si scrive 


A= B. 


Questa uguaglianza significa che ogni elemento di uno qualunque 
dei due insiemi appartiene all’altro. 
La negazione di questa relazione: 
dii . . Dee 
esiste un elemento di uno dei due insiemi che non appartiene al- 
l’altro” si indica 
A+ B. 


Parte di un insieme. Insieme vuoto. 


Consideriamo un insieme £. Si chiama parte di E (0 sottoinsieme 
di E) ogni insieme A tale che Ac E. 
È comodo talora supporre che la parte possa essere uguale al 
tutto e scrivere Ac £ anche se A= FE. 
Quando una parte di £ ha un unico elemento a, essa si indica 
con {a}. 
La parte di E che non contiene alcun elemento si indica con 
) e si chiama la parte vuota di E. 
A Per esempio, sia P la parte di £ dotata della seguente proprietà: 
Ogni elemento 4 di P verifica la relazione asta.” 
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Non esiste alcun elemento diverso da se stesso e .? è la parte 
vuota di E: 
Pa DI. 


3. Relazioni transitive. Implicazione 


Consideriamo la seguente proposizione: 
AcB e BeCc. 


Essa significa che ‘ ogni elemento di A appartiene a B ed ogni 
elemento di B appartiene a C”. 

Da questa proposizione se ne deduce la seguente: — 
“ Ogni elemento di A appartiene a C ”, ossia A c C. Si dice che la 
relazione d’inclusione è fransifiva (v. fig. 1). 
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Fig. 1. 


È quindi possibile avere una successione di insiemi inclusi tran- 
sitivamente gli uni negli altri. | 

Per mettere in luce in che cosa consista una relazione tran- 
sitiva, siamo partiti da una proposizione iniziale che chiameremo 
ipotesi: 
Ù Adi ce de 

Ne abbiamo dedotto, con un processo del ragionamento mate- 
matico, la proposizione finale, detta conseguenza (0 tesi) 


Acc. 


Questo processo del ragionamento si chiama un’imp/icagione. 
L’implicazione è una relazione logica fra due proposizioni XY e 


PB. La si indica: 
XY _p> PB 


e si legge 
‘“ da Y discende #” oppure “ww implica P”. 


è l’ipotesi, & la conseguenza (o tesi). 


lo 
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La transitività della relazione d’inclusione si indica con: 


(1c8 e BeC) > Fo 


L’implicazione è essa stessa transitiva. Se 


(A > PB) e ( 1 = E), 
allora: 
AH > E. 


La transitività dell’implicazione instaura il ragionamento de- 
duttivo. 


Esempio di relazione non-transitiva. — La relazione di ortogonalità 
tra rette dello spazio D L D' non è transitiva. 

Dalla proposizione DLD' e D'LD" non si può dedurre 
DID", 


DEFINIZIONE DI TRANSITIVITÀ. — Si dice che una relazione SP_fra 
elementi x, y di un insieme E è transitiva se 


(«Py e JR) > Pr 


4. Relazioni simmetriche. Relazioni riffessive 


In geometria abbiamo appreso che se il punto A’ è simmetrico 
di M rispetto al punto O, anche M è simmetrico di M' rispetto a 0. 

La simmetria è una relazione 7 fra due punti M e M' dello spazio 
dotato della seguente proprietà: 


MI' > MAM. 


Per analogia, enunciamo la seguente definizione. 


DEFINIZIONE DI UNA RELAZIONE SIMMETRICA, — Sf dice che una 


«relazione RP fra elementi x e y di un insieme Ei è simmetrica quando 


Py IP. 
Esempi. 


1) L’uguaglianza è una relazione simmetrica perché: 


x =) >» I=A. 
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2) La relazione di ortogonalità è simmetrica perché 
PLP e DIDO, 


3) La relazione di inclusione non è simmetrica, perché da 
Ac B non segue BLA. 


DEFINIZIONE DI RELAZIONE RIFLESSIVA. — Si dice che una relazione 
D fra elementi di & è riflessiva se, per un x € E qualsiasi, si ha 


xEPx, 


cioè se ogni elemento di È è în relazione con se stesso. 


Esempi. 


x 


1) La relazione di uguaglianza è riflessiva perché, per un 
x € Jî qualsiasi, si ha: 
= A. 


2) La relazione di inclusione è riflessiva perché, per un qual- 
siasi insieme A, si ha 
A cd. 


3) La relazione di ortogonalità non è riflessiva, perché una 
retta non è ortogonale a se stessa. Non si ha DILD. 
Equivalenza logica. 
1 x 


L’implicazione & => & è riflessiva. Evidentemente per una 
qualsiasi proposizione 9: 


ad > PB. 
L’implicazione in genere non è simmetrica. 
Esempio di implicazione non simmetrica. 
Consideriamo la seguente proposizione & (v. fig. 1): 
AcB e BeC. 


Dalla transitività discende che A c C. 
Evidentemente 


AcB > Ac B. 
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Dalla proposizione we è, dunque, possibile dedurre la seguente 
proposizione &: 
AcB e Acc. 
Riassumendo: 


(Aeb e BCC) *& (AePe A&C) 


Ma non si ha “ reciprocamente ”?: 


(Ac8 e Acc) > (AcB e Bcc) 


Questa implicazione è falsa come dimostra la figura 2. 


® 


Fig. 2. 


A è incluso tanto in 8 quanto in C, ma 8 non èa sua volta in- 
cluso in C! 


Esempio di implicazione simmetrica. 


In geometria, se due elementi 274 e wb sono ambedue della stessa 
lunghezza, si denotano w4 x wb. (L’uguaglianza che abbiamo pre- 
cedentemente definito è la coincidenza. L°uguaglianza”’ di due 
segmenti è una relazione meno restrittiva, e per questo la indichiamo 
in un modo un po?’ diverso.) 


In geometria piana, chiamiamo 2 l’asse del segmento 4b. Si ha: 


meD > max mb. 
Reciprocamente: 


maz nb > meD. 


Vi è dunque simmetria nell’implicazione fra le due proposizioni 


A: me D 
PB: ma x mb. 
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Si dice allora che 27 € D è /ogicamente equivalente a ma = mb, e lo 
si scrive: 
neD @& max mb. 
In generale, se 


(rr > 3) e (DB _> W) 


si dice che “ x è logicamente equivalente a ®” o che ‘“ 0 è carat- 
terizzata da &” e lo si scrive 


IV > P. 
5. Quantificatori 


1) Ac B significa che “ ogni elemento di A appartiene a 8”. 
Questa proprietà di indica: 
ue 
A Va (eA > Wc B) 
Il simbolo V è un quantificatore che si legge ‘ per ogni ”’ o ‘ qualsia- 
si”. 
2) A# significa: “esiste un elemento 4 in A”. 
Questa proprietà si indica: 


(da ae A) > AF0. 


€ 


Il simbolo H è un quantificatore, che si legge ‘ esiste ”?. 


6. Intersezione. Unione. Complementare 


1) L’intersezione di due insiemi A e B è l’insieme degli elementi ap- 
partenenti tanto ad A quanto a B. La si indica AN B. 


YLLAÈ 


Fig. 3. La parte tratteggiata rappresenta A n 5. 


Si ha: 
(ae A_ e ae B) è dae(ANBì. 
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Nel caso in cui A e 8 non abbiano alcun elemento in comune 
si dice che sono disgiunti. Allora 


AnND=gGD 


Fig. 4. AnB=90. 


(v. fig. 4). 


2) L'unione di due insiemi A_ e B è l’insieme degli elementi che appar- 
tengono ad A 0 a B. Essa si indica con A U B (v. fig. 5). 


Fig. 5. La parte tratteggiata rappresenta .4 u 5. 
Si ha: 
(ae A_ 0 ae B) è ae6(A1U B 


3) Complementare. 


Sia E un insieme, ed A una parte di £. 
L'insieme degli elementi di E. che non appartengono ad A si chiama il 
complementare di A relativo a E. 
Lo si indica con 
DA (v. fig. 6). 
Si ha: 
(eE e aé 4) è ne byA. 


Fig. 6. La parte tratteggiata rappresenta Cx A. 
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Le relazioni seguenti sono ovvie: 
AubzA= E 
AN G g41= DI. 


7. Relazione d’equivalenza 


1) Consideriamo la seguente relazione nell’insieme /7 degli abi- 
tanti della Terra: 


“ x è nato nel medesimo anno di y”. 


Questa relazione è riflessiva: chiunque sia l’individuo x, si avrà 
certamente 
“x è nato nello stesso anno di x”. 


La relazione è simmetrica: se x: è nato nello stesso anno di 7, 
allora y è nato nello stesso anno di x. 

La relazione è transitiva: se x è nato lo stesso anno di y e y è 
nato nello stesso anno di 7, allora x è nato nello stesso anno di <. 

Una relazione siffatta si chima relazione di equivalenza. 

Questa relazione ripartisce l’insieme 77 degli abitanti della Terra 
in classi di equivalenze, nel modo seguente: 


a) due abitanti che sono nati nello stesso anno, appartengono 


a una medesima classe; 
b) due abitanti che non sono nati nello stesso anno, appar- 


tengono a due classi diverse. 
Tutti gli abitanti sono cosi classificati. Ciascuna classe definisce 


un'età. 

2) Consideriamo la relazione di parallelismo fra le rette D dello 
spazio E. Osserviamo che 2 || D' quando 2 è parallelo a D' o 
coincide con D'. 

a) Per ogni D, si ha 2 jjD 

b) DID > D'|D 

c) D|JD' e D'[D” > DID" 
La relazione 2 || O’ è una relazione d’equivalenza. 


Questa relazione ripartisce l’insieme £ delle rette in classi di 


equivalenza nel modo seguente: 
Due rette D e D' che sono nella relazione D || D' sono poste 
in una stessa classe. 


La relazione è riflessiva 
La relazione è simmetrica 
La relazione è transitiva. 
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Due rette che non sono nella relazione |] vengono poste in 
due classi diverse. 
Tutte le rette di £ sono cosi classificate. Due classi sono disgiun- 
te poiché una retta non può appartenere a due classi diverse. 
Ciascuna classe si chiama una ‘ direzione”. Una qualsiasi retta 
: di una classe può essere scelta per rappresentare la direzione. 


DEFINIZIONE DI UNA RELAZIONE DI EQUIVALENZA. — Si dice che 
una relazione DO nell’insieme E è una relazione di equivalenza, quando è 
riflessiva, simmetrica e transitiva. 


te» 
Ue È 


Classi d’equivalenza. 


ni Sia P una relazione d’equivalenza in £, e sia 4 e £. Indichia- 
i: mo con &; l’insieme degli x e E equivalenti ad 4: 


xe G, > (x€E e xFa). 


1 
| Questo insieme &, è una parte di E che chiameremo classe d’equiva- 
lenza di 4. 

Se 5 è equivalente ad 4, ogni x equivalente ad 4 è anche equiva- 
lente a ». Quindi 


bPa > 6, = E. 


Se 5 non è equivalente ad 2, esso definisce una classe &, disgiunta 
di ,, poiché, se &, e & avessero un elemento comune x, si avrebbe: 


(«Pa e x > a9%% 


contrariamente all’ipotesi. 

La relazione divide dunque l’insieme £ in classi disgiunte la 
cui unione dà E. 

Si dice che P ha realizzato una partizione di E in classi d’equi- 
valenza &. 


8. Relazione d’ordine 
i . Consideriamo l’insieme £ di tutti i punti geografici bagnati da 
un fiume F e dai suoi affluenti (v. fig. 7) e la relazione Pin E: 


“a è a monte di è”. 


Questa relazione è dotata delle due seguenti proprietà: 
1) “ Da a è a monte di 6 e è è a monte di c ”* discende ‘a è a 
monte di e”. 
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La relazione è transitiva. 
2) Conveniamo ora che ogni punto sia a monte di se stesso, 
Allora, dire che ‘ 4 è a monte di 5 e è è a monte di 4” equivale 
logicamente a dire che ‘4 coincide con 6”. 
Una relazione siffatta si chiama relazione d’ordine in E. 


. Osserviamo nuovamente i due esempi precedenti. 

i 1) Nell’insieme £ dei punti geografici bagnati da / e dai suoi 
i affluenti, due punti qualsiasi 4 e 4 (v. fig. 7) non sono “ paragonabili ”. 
Per i punti « e 4 scelti sulla figura, 


/ non si ha ‘4 è a monte di 4”, 
/ e neppure ‘4 è a monte di a”. 
Per questa ragione la relazione d’ordine si chiama ‘“ relazione 
: -dordine parziale in E”. Se in questo esempio si considerasse invece 
solamente l’insieme / dei punti geografici bagnati so/fanto dal fiume, 
per dei punti c e 7A qualsiansi, si avrebbe: 
e 
“€ è a monte di e”, 
oppure 
& “e è a monte di e”. 
%» 
È 
d n " St 
È ella figura 7 si verifica la seconda eventualità. 
è S guri “Sag - 
SU La relazione d’ordine si chiama “ relazione d’ordine totale in F”. 
ns 2) Nell’insieme P(E) delle parti di £, la relazione d’inclusione 
Fig. 7. D è fina relazione d’ordine parziale. 
DerinIziIonE. — Si dice che PP è una relazione d'ordine in E quan. 
do verifica le seguenti condizioni: (A) 
1) (Py e IE) > xke; E 
2) (Py e yRPx) è x=y. 


La prima condizione esige che P sia transitivo. È 

La seconda condizione può tradursi dicendo che Pè antisimmetrico.'| 
Osserviamo che questa seconda condizione esige che &P sia riflessivo. 

Diamo ora un secondo esempio di relazione d’ordine. Dato 
un insieme £, possiamo considerare le parti di E come elementi 
di un nuovo insieme, che si chiama ‘ insieme delle parti di E” e 
che si indica P(£). La parte vuota (, e la parte piena di £ sono 
elementi particolari di P(£). Fra le parti di £, figura anche quella 
costituita da un elemento unico x e £ che abbiamo indicato {x}. 

La relazione d’inclusione A c 8 è una relazione d’ordine in P(E). 

Infatti: e er 


1) (Ac8B e BceC) > Acc 
2) (AcB e Bc A) + A=B. 


Fig. 8. 


Vediamo, nella figura 8, che due parti A e B di £ non sono 
paragonabili mediante la relazione d’inclusione. 

Non si ha A c 8, 

e neppure BLA. 


DEFINIZIONE DI ORDINE TOTALE. — Si dice che um insieme è total- 
Mei | mente ordinato, se è ordinato da PD, e inoltre, se due elementi qualsiansi 
di a, be E sono sempre comparabili: 


Va, be E: afPb 0 ba. 
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9 Funzioni 


Una categoria importante di relazioni è costituita dalle funzioni. 

Siano £ ed / due insiemi (v. fig. 9). 

Consideriamo una relazione che, ad ogni x di E, faccia corri- 
spondere uno ed un solo y di F. 


f(E) 
F y 


ei 
Fig. 9. (E) c F. 
Questa relazione si chiama funzione (0 corrispondenza univoca o 
applicazione), definita in E a valori în F e si indica 


I=f(). 


x si chiama la variabile, y il valore della funzione oppure l’immagine 
di x. 
Spesso, invece di y = f(x), si scrive: 


“la funzione x +y”. 
Ogni x € £ ha una immagine y e F. L’insieme delle immagini 
degli elementi di £ è una parte dell’insieme che si indica f(E) 
e che si chiama ‘ immagine dell’insieme E ”. 


Si osservi che ogni elemento di Y non è necessariamente l’im- 
magine di un elemento di £ (v. fig. 9): 


SE) < F. 


Se ogni elemento di F è immagine di un elemento di £, cioè 
se f(Z)= F, si dice che f applica E su / (v. fig. 10). 


Fig. 10. Applicazione di E su F. 
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Esempio. — Fissiamo uri punto O dello spazio e indichiamo con 


# - £ l'insieme dei punti dello spazio distinti da O e con F l’insieme 


delle rette dello spazio. 

Ad ogni punto x € £, associamo la retta y e F definita dai punti 
O e x (v. fig. 11). 

Si ha cosi una funzione x + y, definita in £ ed a valori in F. 
Si osservi che questa funzione non è definita nell’insieme £° di tutti 
i punti dello spazio, ma nell’insieme £ ottenuto togliendo O da E". 


(0) x 
=== <a 
Fig. 11. 


Osserviamo anche che ogni rettà y di /° non è necessariamente 
l’immagine di un punto x e £. L'insieme f(E) delle immagini dei 
punti x e £ è la parte di / costituita dalle rette passanti per O; 
S(E) è la stella delle rette di vertice O. 1 

Corrispondenza biunivoca. 


Supponiamo che la funzione y = f(x) applichi £ su F. 
fE)= F. 
Supponiamo inoltre che ogni elemento ye F sia l’immagine 
. di un wrîco x € E; cioè: 
| Ve'sx'ieE, f(x)=f(<) > a'=x". 


La proprietà: “ Ogni y di F è l’immagine di un solo x di £ ” 
definisce una nuova funzione x della variabile y, con valore x, de- 
finita in F a valori in £, che si chiama applicazione inversa o reci- 


proca di f e che si indica f (v. fig. 12). 


Fig. 12. Corrispondenza biunivoca tra £ e F. 
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L’immagine di F mediante f è E: 
-1 
f(F)= E. 


Si dice che f applica biunivocamente £ su / o che f è una corrispon- 
denza biunivoca tra E e F. Si denota: 
Es 

Esempi. 

1) Nell’esempio precedente, chiamiamo G la stella di rette di 
centro O. La funzione x — y definita nell’insieme £ dei punti distinti 
da O, applica £ su G. Questa funzione di E su G non ammette 
un’inversa poiché, se si parte da una retta y passante per O(.y € G) 
ad essa non corrisponde un 4zic0 punto x; anzi, ogni punto x della 


retta, distinto da O, ha per immagine y. 
2) Sia E l’insieme delle rette passanti per O e F l’insieme dei 


piani passanti per O (v. fig. 13). 


x 


D 


Fig. 13. 


Ad ogni retta x e E associamo il piano _y € F morale a x. La 
corrispondenza cosi definita è biunivoca, in quanto, ad ogni piano 
> € F corrisponde una sola normale x € E. Si ha dunque: 


Es R 
Funzioni composte. 


Sia y= f(x) una funzione di E in F e z= g(y) una funzione 
di Fin G (Vv. fig. 14). 


La funzione f fa corrispondere ad ogni x di E, uno ed un solo y_ 
di F al quale la funzione g associa uno ed un solo % di G. Perciò, . 
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ad ogni x di E corrisponde, attraverso y, uno ed un solo % di G. Si 
definisce cosi una nuova funzione, detta composta di f e g, che si indica 


z= gf] 


z=(£°f)(x) 
definita in E ed a valori in G. 


A) 


Fig. 14. Composizione di duc funzioni. 


o più semplicemente: 


Li 
È 
} 


lieve ii CFL SEEM E TORTI 


Funzione composta. 


Questa nuova funzione si denota dunque go pa 

Il segno o è il simbolo della /egge di compesizione che abbiamo or 
ora definita tra due elementi dell’insieme di tutte le funzioni; chia- 
meremo questo insieme spazio funzionale. 

L’ordine g o f è essenziale. Si scrive a destra la prima funzione. 


Esempio. — Componiamo i due esempi dianzi introdotti. 
Sia E l’insieme dei punti dello spazio distinti da O; 
F l'insieme delle rette passanti per O; 
G l’insieme dei piani passanti per O. 
A ogni x € E associamo la retta y e F che è definita da O e da 


«L= f(). 
È Ad ogni retta y e F, facciamo corrispondere il piano % € G nor- 
gi male ay [z=g&0)] 

«La funzione composta (g of) associa ad ogni punto x e 7 un 
piano x € G (perpendicolare in O alla retta Ox). 


TEOREMA. — La funzione composta di due corrispondenze biunivoche 
ma corrispondenza biunivoca. 


*. Sia f una corrispondenza biunivoca tra E e F, e £ una corri- 
pondenza biunivoca tra F e G. 


DI 


; ; i i Insiemi e relazioni 
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la funzione composta g 0 associa ad ogni elemento x di E E | 2. Date due parti A e B di E, dimostrare che le seguenti rela- 
un unico elemento % di G nel modo seguente: È | zioni sono equivalenti: 
= (g°f)(x). Ac la>ls 4085-85 AnB8-1. 
Poiché per ipotesi g è biunivoco: 3. Lo stesso esercizio precedente con le relazioni; 
FG; AnB=g, Aclhz, sella. 


9 è dunque l’immagine di un unico y e F. 
Fssendo anche f biunivoco 


ESE; 


4. Lo stesso esercizio con le relazioni: 


Auf=E lnues leea 


5*. Sia f una funzione definita in E a valori in F. Indichiamo con 
4 e B due parti qualsiansi di £. 
Dimostrare le seguenti proposizioni: 


1) (1) AcB =» f(A)cf(8). 


y è l’immagine di un solo x e £. 
“Di conseguenza % è l’immagine di un solo x € £ nella applica- 
zione composta g£ 0 f. 

Questa è dunque biunivoca. 


[Si assuma x € A. Se ne deduca x € 8 e si esamini l’apparte- 
nenza di f(x)= y.] 


2) Per A e 8 qualsiansi, si ha: 
(2) FA U B)=f(A) U f(B). 


Lisercizi 


1. Sia Al una parte qualsiasi di un insieme E. Indicare il risultato 


fa Indicazioni. 
di ciascuna delle seguenti operazioni: 
tha a) Si prenda x € (A U 8) e si provi che la sua immagine 
i) AUA. 
2) ANA. SE(S(A) USE). 
3) (da). È: b) Si osservi che A c (AU 8) e Be(AU BI. Si applichi 


la proprietà (1) due volte e si concluda che: 


(FA) LU f(B) < f(A U 8). 


Quando non ci sia pericolo di confusione, scriveremo GA in- 


vece di l x «A per indicare il complementare di A relativo all’insieme £, 


f c) Se ne deduca la relazione in (2). 
4) A0(024) 2 ì ci i i 
|} ; “n Esempio. — In un piano P, si chiama disco D l’insieme dei punti 

5) 4004). 2 di P appartenenti ad un cerchio, o all’interno di questo cerchio. 

0) ANNE. i. Date unaretta fissa Din ? ed una lunghezza r, a ogni punto 

È 1 E ‘ M di Dsi faccia corrispondere il disco 9 di centro M e di raggio r. 
) Ù i M è la variabile, l’immagine di M. Indicheremo questa corri- 
8) A4n D. È spondenza 

9) ALU. 00). 
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1) In quale insieme f è definita? In quale insieme prende i suoi 
valori? 

2) Essendo 4 una parte della retta D costituita da un segmento 
ALM' disegnare l’immagine di A mediante F. [Immagine indicata 


con f(-4).] 
3) Se A e B sono due segmenti di D tali che A c 8, verifi- 


care che f(/4) c f(8). [Si designeranno le immagini f(4) e f(3).] 


4) Siano 4 e B due segmenti qualsiansi di D; verificare che 
F(AU B)=f(A) U f(B). [Stessa annotazione.] 


6. Dimostrare che la relazione VA <A N Bin generale è falsa. 
{Si farà un disegno di A n Ze si vedrà che A non è contenuto in 
questa intersezione. ] 


7**. Con le stesse annotazioni dell’esercizio 5, dimostrare... 
f(ANB)cf(A) Nf(B). 
Si seguiranno indicazioni analoghe a quelle di a) dell’esercizio 5. 


Osservazione. — Si osservi che indicazioni analoghe a quelle di 


b) non possono ora applicarsi poiché A c A n 8 è falso (v. eser- MÈ: 
| Pesercizio 7. 


cizio 6). 


Esempio. — In geometria, dati un piano P e una retta D di P, 


si fa corrispondere ad ogni punto x € / la sua proiezione ortogonale |. i 7 
ye D. In tal modo si definisce una funzione y = f(x) che applica 


Posu D. 

Sia A una qualsiasi circonferenza di P (insieme dei punti posti 
ad una data distanza dal centro). Disegnare /(.4). 

Sia B un’altra circonferenza di P che interseca la prima in due 
punti x' e x”. Disegnare f(2) e poi 


F(ANB) e f{AMnfd 
Confrontare i due ultimi insiemi. 


8**. Sia f una corrispondenza biunivoca tra E e F. 
Dimostrare che, per due parti A e 8 qualsiansi di /7, si ha: 


SAN B)=fS(A)Nf(B). 


1 3 
Indicazioni. — Utilizzare la funzione reciproca f che applica # 


F(A) su A e f(B) su 8. Porremo: 
A'=f(A), B'=/f(B). 
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Si osservi che: 


A=f(4), B=}(8) 


ps e si applichi la relazione dell’esercizio 7 alle parti .1' e B' ed alla 


-1 
funzione f. 
si 


SA NB) HAY NfB). 


* Sia: 


(3) FTA ABCARB 


;: Si applichi allora la proprietà (1) dell’esercizio 5 alla funzione f ed 


alle due parti della relazione (3) di cui l'una è inclusa nell’altra: 


fat (A'NB)cf(AnB) 


pi onde si deduca: 


SA) Nf(B) < f(A n Bd). 


Si completerà facilmente la dimostrazione mediante la relazione del- 


9. Nell’insieme delle parti di un insieme £, si scrive: 


AB. 


È Quando A è disgiunto da 8, ossia è An B= @. 


La relazione +, è riflessiva? Simmetrica? Transitiva? 
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Parte prima 


= 
$ 
è 
à 
N 
ES 
S 
è 
by 


ruaeTo] 
9 
erzuouodsq 


ozzopurid 1p 
DINSIN 


(onu ruorzeandu) 
ueu-q 
HIUNN 


+0 


IAHE]9I 
IIUON 


Gnuyut 
ruorzeinTy) +Y 


HAS. 


HQUNN 


eImIgu 
IOWEN 


(oy>iporzad 


QNUYUI 1uorzendg) 
IEUOIZEI INN 


iEUOIZEI n) 
IIIUINN «È 


34 


Capitolo secondo 


Costruzione del’insieme N dei numeri naturali 


Dedicheremo questo capitolo esclusivamente allo studio degli 
assiomi sui quali si basa l’edificio della teoria qui esposta. 

Semplici osservazioni mostreranno al lettore î criteri che 
hanno guidato la scelta di questi assiomi: desiderio di dare, 
con frasi esatte e concise, un fondamento logico a tutta sma co- 
strazione. 


© 1. Il numero intero è il primo concetto matematico creato dallo spi- 


rito umano. In natura si trovano oggetti dello stesso tipo, e il primo 
obiettivo di natura matematica che si è presentato all’uomo è stato 


di classificarli (gli uomini della tribù; gli alberi della foresta) e poi. 


di numerarli. Il concetto di numero astratto è stato elaborato in 
seguito (ancora ai giorni nostri, esistono delle popolazioni primitive 
che si servono di vocaboli diversi a seconda che numerino uomini o 
alberi: esse non hanno il concetto di numero astratto). 

Tutte le scienze matematiche si sono sviluppate partendo dal- 
l'insieme dei numeri naturali di cui studieremo qui le proprietà es- 
senziali. 

Indicheremo questo insieme con N. 

I numeri destinati a contare o a numerare le famiglie di oggetti 
sono dei simboli. Essi devono verificare certe proprietà che risul- 
tano fissate dall’esperienza. 

Come potremmo rappresentare graficamente un numero na- 
turale? 

La rappresentazione naturale è per esempio quella che si adotta 
nel gioco del domino o nelle carte da gioco. 


una pedina del domino + ._ una carta da gioco: 
lo «zero» e l’«uno» ri il «due » di quadri. 
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Questi giochi sono stati inventati per persone che ignoravano 
una rappresentazione più complicata dei numeri naturali. E c'è da 
chiedersi se l’autore stesso non ignorasse altre rappresentazioni. 

Quando un orologio suona l’ora, esso scandisce i colpi che vuole 
far sentire. Questo è evidentemente un linguaggio universale, 
comprensibile a tutti. Certi specialisti ritengono anzi che proprio 
con questo linguaggio sarà possibile comunicare con gli esseri ra- 
zionali di altri mondi. 

Scrivendo su di un foglio di carta un punto MI per ciascun colpo, 
si ottiene una rappresentazione naturale del linguaggio dell’orologio. 
Per una collezione di oggetti, ciascun oggetto, quale che sia la sua 
natura, si può rappresentare con un punto MB e la collezione è rap- 
presentata da una collezione di punti analoga a quella di una carta 


da gioco: 
DI ce 
uno 


due tre 


Questo modo di procedere diviene rapidamente troppo lungo. 
Bisognerà trovare delle rappresentazioni più concise il cui studio 
costituisce la teoria della numerazione. Supporremo di non conoscere 
ancora questa teoria, e ne daremo un'esposizione logica. 

—Indicheremo un numero naturale con una lettera minuscola 
(a, b, x, ...) come elemento astratto di N. 

La costruzione dell’insieme N è basato su alcune proprietà di 
IN che chiameremo, come sempre in questi casi, assionzi. 

La prima proprietà di cui N deve essere dotato è di contenere 
lo zero. Per contare degli oggetti che si trovano in una scatola chiusa 
bisogna pur prevedere l’eventualità che, aprendo la scatola, non vi 
si trovi alcun oggetto! 

La rappresentazione naturale dello zero è la casella vuota L] 
come nel gioco del domino. 

A partire da questo numero, si costruiscono tutti gli altri. 


2. Assiomi di Peano 


Ecco i cinque assiomi sui quali si basa la teoria dei numeri na- 


turali. Essi vennero enunciati dal matematico italiano G. Peano 
(1858-1932). 


A, Zero è un numero naturale. 
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A, A ogni numero naturale x corrisponde un altro numero naturale, 
univocamente determinato, che si chiama successivo di x e si indica con x+. 

As. Il successivo di un numero naturale non è mai zero. 

Ax Se due numeri banno lo stesso successivo sono uguali. 

As. O assioma di ricorrenza (0 di induzione): ara 

Sia A_wna perte di N che contenga lo zero e tale che, se A contiene 
x, A contiene anche îl suo successivo x+. A coincide allora con l’insieme N 
di tutti © numeri naturali. 


3. Spiegazioni 


L’assioma A, definisce un numero naturale: lo zero. L'insieme 
NN di cui stiamo parlando non è vuoto. Partendo da questo numero 


si costruiscono tutti gli altri. l 
L'assioma A, introduce una corrispondenza che dà il procedi- 


mento generale della costruzione dei numeri naturali. Questa corri- 
spondenza è una funzione (v. c. 1,9): 


x+ è funzione di x, indicato con: x + xt. 


Riprendendo per un momento le notazioni dei numeri che ab- 
biamo introdotto dianzi: 


“ >» 


“ zero” ha per immagine “ uno 


Dese DG] 


Gli altri assiomi precisano le proprietà della corrispondenza 
x + x*. Se ci si limitasse ad A, ed A,, si potrebbe immaginare che 
la corrispondenza desse la seguente catena: 


D-0-D. (ep) 


L’insieme N si ridurrebbe allora all’insieme dei soli elementi 


ea. 


L'assioma A; impedisce che si ritorni allo zero, e l’insieme: 


il) [ali 


non verifica A,. 
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L'assioma A, ci costringe dunque a continuare la catena: 


D-M-a]-- 
Questa catena potrebbe riportare ad un numero già ottenuto, 
quando ci si limitasse ad A,, As, A. Per esempio, l’insieme 


ICI [3]. [e e]} 


verifica gli assiomi A,, A,, Aa, perché si può pensare che la corri- 
spondenza x + xt dia la catena 


D--19-0 


Introduciamo allora l’assioma A. Esso viene simbolizzato nel 
modo seguente: 
xt= xt >» x=a° 


Nella corrispondenza x + x+, ogni numero naturale x # D è 
l’immagine di un solo numero naturale. (La restrizione x 3% {i di- 
scende da A,.) 


Si può dunque enunciare il 


TEOREMA E DEFINIZIONE. — gni numero naturale x, ad eccezione 
dello zero, è il successivo di un altro numero naturale, il quale è unico, e che 
si chiama il precedente di x. 


Indichiamo con N* (con l’asterico) l'insieme dei numeri natu- 
rali diversi da zero, di guisa che IV sia l’unione di N* e di {0}. 

Per il teorema precedente, la corrispondenza x-» x* applica 
biunivocamente N su N*: 


Ng N*. Nol dikrw) 


La catena: 


BNDSCONOnNE 
non può ritornare su di un numero già ottenuto. Infatti, se essa ri- 
tornasse a x, a x corrisponderebbero due precedenti distinti, e que- 
sto è in contraddizione con il teorema precedente. 


Applicando la corrispondenza x + x+ all'ultimo numero ottenuto 
in una tappa della costruzione, se ne ottiene uno nuovo, distinto 
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da tutti quelli già ottenuti, sul quale si può ricominciare l’opera- 
zione. Si constata in tal modo che la catena è illimitata. 

Si dice che N è un insieme infinito. 

Come si può concepire N nella sua completezza? 

L'assioma A; risponde a questa domanda ponendo il principio 
di ricorrenza (o principio dell’induzione matematica). 

Sia A una parte dei numeri naturali. Supponiamo di avere le due 
seguenti proposizioni: 


Prima proposizione. Lo zero appartiene ad A. 
Seconda proposizione. Il successivo x+ di un qualsiasi elemento di A 
appartiene anch’esso ad A. 


L'assioma @; identifica allora A con N: 


A=N. 


Questo assioma si simbolizza nel modo seguente: 


| LS) eA >  A=N. 
xe A > xte A 

L'assioma Ay può essere interpretato nel modo seguente: 

Sia A l’insieme dei numeri naturali, per i quali sia vera una pro- 
prietà 7. 

Supponiamo di avere stabilito le due seguenti proposizioni: 


Prima proposizione. P è vero per zero (D € #1). 
Seconda proposizione. Dall’ipotesi “.P è vero pet x” segue che: 
“P è vero per xt” (xe A > x+te P 5A 


Per l’assioma As, possiamo allora affermare che: “ è vero 
per tutti i numeri naturali ” (A= 

L’ipotesi “ 9? è vero per x ” si chiama ipotesi di ricorrenza. 

Vedremo numerose applicazioni di A, nei successivi capitoli. 

Riassumendo, i primi quattro assiomi determinano la costruzione 


‘ dell'insieme NN dei numeri naturali e il quinto ci mette a disposizione 


uno strumento logico per il ragionamento in questo insieme. 
Notazioni. — Nei capitoli che precedono lo studio della nume- 


razione adotteremo la seguente notazione semplificata per i numeri 
naturali. E la notazione di cui ci siamo fino ad ora serviti e nella 
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quale eliminiamo le caselle. La sola casella che conserviamo è la Capitolo terzo 
casella vuota dello zero che ovalizziamo: 


Zero=0, uno—=# due=S,.. Addivi 
Izione 
Abbiamo cosi: : ' 


N={0, n, un nna, cs D ai 


ora dargli una struttura. Definiamo una prima legge di com- 
posizione, l'addizione, e dimostriamo che questa operazione è 
associativa e commutativa. Il suo elemento neutro è 0. 


Abbiamo costruito l'insieme dei numeri naturali; bisogna 
4 


i 1. Definizione 


Facciamo corrispondere ad ogni coppia ordinata (x, y) di numeri natu- 
rali, un numero naturale detto somma di x € y ed indicato con x + y de- 
finito per ricorrenza come segue: 
| a)x+0=x; 

b) supposto definito x + y, definiamo x + y+ mediante la 


ss ie ia 


2. Osservazioni 


In questa definizione, x e _y sostengono ruoli diversi: x è, del 
resto, fissato in modo qualsiasi. 
L’operazione è definita prima per y= 0: 


TAI EE AARON 


x+0=ax. 


Osserviamo che l’addizione dello zero non ha effetto alcuno su 
‘x. È per questo che zero è l’elemzento neutro dell’addizione. 
Cerchiamo l’insieme A degli y per i quali l’addizione è definita. 
Già sappiamo che: 
0EA. 


Se l’addizione è definita per y, b) definisce l’addizione per y*. 
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Supposto d’avere ottenuto il numero x + y, il numero x +yt è 
allora quello successivo a x + y. Avremo dunque: 


JEA > gteA. 


In virti di Ay, A= N, ossia l’addizione è definita per tutti i 
numeri naturali. 
Per esempio, per il successivo di zero, 0*= wi, abbiamo: 
x+0+= (x + 0)1, 
ossia: 
xta= xt. 


Addizionando il numero “ uno ” a x si ottiene il successivo di x. 


3. Associatività dell’addizione 


Dimostreremo ora la seguente proprietà: 


P i : du 
Per x, y, z, numeri naturali qualsiansi, si ha: 


(1) x+0)+z=x+0+ 72) 


Osserviamo anzitutto che nelle addizioni iterate che abbiamo 
testé indicato, si opera ogni volta su una coppia di numeri: 

Prima sulla coppia x, y per ottenere (x + y); poi sulla coppia 
(x + y), z per ottenere (x +_y) + z. 

Un analogo procedimento si applica ad x + (y+ 2). 

Supponiamo che x e y siano fissati. 

1) Dimostriamo (1) per x= 0. 

Per definizione si ha: 


(4) +0=x+y 


x+0+09)=x+y 


La relazione (1) è dunque vera per 7 = 0. 
2) Supponiamo la (1) dimostrata per z, e dimostriamola per x+, 
cioè proviamo che 


(+0) +zt=x+(0+ 24). 


ù 
bi 


Addizione 


Si ha successivamente: 


(+09) + z*= [+0) + x]* (Definizione) 
[x+y)+ <= Bb+0U04+2%]* ‘ (Ipotesi di ricorrenza) 
B+t0+291]1*=x+0U+%2t=x+0+%') (Definizione). 


Si ha pertanto: 
C+ +tzt=x+ +1) 


In virtà di Ay, la relazione (1) è vera per uno % qualsiasi. 
La proprietà è dunque dimostrata quali che siano x, y, x. Si dice 
che l’addizione è associativa. 


Osservazione. — Invece di scrivere (x+y)+ % oppure x+(y+2), 
si può scrivere: 


x+I+ 


4. C mnialalività dell’addizione 


La definizione dell’addizione fa intervenire una coppia ordinata 
(x, y) di numeri naturali. Dimostreremo ora che la somma non di- 
pende dall’ordine. 


Per x e y numeri naturali qualsiansi, abbiamo: 


(2) x+9py=y+x. 


1) Dimostriamo prima di tutto la (2) per y= 0; proviamo cioè 
che: 
x+0=0+x. È 


Per la definizione di addizione, sappiamo che 0 è l’elemento 
neutro a destra: 
x+0=x. 


Dovremo ora dimostrare che 0 è elemento neutro a sinistra: 
(3) 0+x= x. 
La proprietà (3) è vera per x=0, perché 0+0=0, poiché 


0 è elemento neutro a destra. 
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Supponiamo la (3) dimostrata per x, e dimostriamola per x*. 
Avremo: 1 
0+x+= (04 x)t 
(0+x)t= xt 


(Definizione) 
(Ipotesi di ricorrenza). 


La relazione (3) è dunque vera per un qualsiasi x. 
2) Dimostriamo poi la (2) per y = w. In altre parole proviamo 


che: O) piume 


Si osservi che la (4) è vera per x = 0, essendo 0 elemento neu- 
tro a sinistra e a destra. 
Supponiamo ora la (4) vera per x e dimostriamola per x+. Si 


xt+m=(<+m)+ 
Per l’ipotesi di ricorrenza possiamo dedurne: 
(x +) += (m+x)+ m. 
Applichiamo ora l’associatività dell’addizione: 
(+) + m=m+(+m)= mx. 


La (4) è dunque vera per un x qualsiasi. 
3) Supponiamo ora la (2) vera per y e dimostriamo: 


x+gyt=9t+x. 


Abbiamo: 

x+ot=x+(y+m)=(x+y)+ (Associatività) 
(+0)+ t=C0+x)+m (Ipotesi di ricorrenza) 
+ x)+ &i=y+ (+ m) (Associatività) 
I+x+ m)=y+ (+) (Relazione 4) 
St (M+x)= (+ MB) +x=yt+x (Associatività). 


La commutatività è dunque dimostrata per x e y qualsiansi. 


5. Dimostriamo infine due proprietà utili per quanto diremo in seguito. 


Se a e b sono due numeri naturali tali che a + b=0, allora a = 
=b=0. 
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me pre 


Addizione 


Infatti, se è # 0, esisterebbe un numero naturale 2 (il precedente 
di 5) tale che: 
b'+m=b. 


Si avrebbe allora: 
4+b=0 > a+4+m=0 


e questa uguaglianza sarebbe in contrasto con A, poiché il successivo 
di 4+ d' sarebbe 0. . 
Abbiamo dunque 5= 0 e, per conseguenza, 4= 0. 


Per x qualsiasi, 


a+x=b+x > 4=b 


1) Per x=0, la proprietà è evidente. 
2) Supponiamo dimostrato: 


atx=b+x] > da=b 
e dimostriamo che: 
atxt=b+xt > a=b. 
Partendo dall’uguaglianza 
atxt=b4 x*, 
applichiamo la definizione: 
(44 x)+= (04 x)t. 


I due numeri 4+ x e 6 + x hanno lo stesso successivo. Per la 
A, essi sono dunque uguali: 


atx=b+x. 


L’ipotesi di ricorrenza permette di dedurre da ciò che 4= b. 
La proprietà (P,) è dunque dimostrata per x qualsiasi.! 


1 La proprietà (P.) si chiama talora proprietà della semplificazione dell’addizione. Si suole 
esprimere tale proprietà dicendo anche che ogni numero naturale è semplificabile, © re- 
golare, per l’addizione. 
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Esercizi 


1. Tavola d’addizione 


Una tavola d’addizione è un casellario (simile ad uno scacchiere) 
in cui le righe e le colonne sono numerate. Si pone nella casella della 
riga numerata ? e della colonna numerata j la somma i +). 

Riempire la tabella dell’esempio seguente, scrivendo la somma 
come su una carta da gioco. 


La diagonale principale della tavola è la diagonale del quadrato che 
attraversa la casella della riga 0 e della colonna 0. 

Si constati che la tavola è simmetrica rispetto alla diagonale prin- 
cipale. Ì 

A quale proprietà dell’addizione corrisponde questa sim- 
metria? 


2. Date due parti qualsiansi /A e B di un insieme £, dimostrare 
le seguenti relazioni: 
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Addizione 
A40U85=B0UA 
ANB=BnNA. 


(Commutatività della riunione e dell’intersezione.) 


Vedere se esiste un elemento neutro per ciascuna di queste ope- 
razioni. 


3. Siano A, 8, C, parti qualsiansi di F. Dimostrare le seguenti 


‘ relazioni: 


(AUB)UC= AU(BUC) 
(AN BINC= ANBNC). 
(Associatività dell’unione e dell’intersezione.) 
4. Nell’insieme E = {a, b, e}, composto solamente dagli ele- 
menti 4, è, 6, definire la seguente operazione: 


associare a due elementi distinti il terzo; 
associare a due elementi uguali questo stesso elemento. 


Riempire la tabella dell’operazione. Quest’operazione è commu- 
tativa? È associativa? Ammette un elemento neutro? 


5. Siano £, F, G e H quattro insiemi e siano: 


J=f(x) un’applicazione di £ in, F, 
%= £(0) un'applicazione di F in G, 
«= h(z) un’applicazione di G in H. 


Dimostrare che 
bo(gof)= (bog)of. 


(Associatività della legge di composizione delle funzioni.) 


Capitolo quarto 


Sottrazione. Relazione d "ordine 


Definiremo una relazione în N e al tempo stesso un’opera- 
gione, la sottrazione, la quale è dotata di un carattere parti- 
colare: è definita solamente per certe coppie ordinate di due 
numeri naturali. La relazione, cosi introdotta, è non solo una 
relazione d'ordine, ma una relazione d'ordine totale in N. 
Giustificheremo in seguito l'introduzione di certe parti di N 
che chiameremo “ intervalli”. 


1. Definizioni 
Dati due numeri naturali a e b “se esiste un solo numero naturale x 


tale che a+ x= b >, si dice che: 


‘a è al più uguale ab” e si scrivea < b oppure 
6 . . 
“ b è almeno uguale ad a” e si scrive b > a. 


Il numero x si chiama “ differenza di a eb” e si indica con 


fi be d ” £ 
tifo gua. gt 
se E 


x=b—- a. 
Questa definizione introduce una relazione in N, notata 4 < b: 


azb è (Ax atx= db) 


2. Equazione 


Il problema: “ Esiste un numero naturale x tale che a + x = 6?” 
si chiama equazione. 

Rispondere a questa domanda significa riso/vere l'equazione. 

Ogni numero naturale che risponde alla domanda si chiama so- 
lugione. 
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latala a cia ceca atei 


Sottrazione. Relazione d'ordine 


Unicità della soluzione. 


Dimostriamo che, se il numero x esiste, esso è unico. Se infatti 
ne esistesse un altro x’, si avrebbe: 


a4+tx=a+ x, n 
onde 
x= x (v.c. II; P,). 
La soluzione è dunque unica. 
Esempi. — Risolveremo ora quest’'equazione in alcuni casi 
particolari. 


1) 4= bd. L'equazione è: i 


atx=a. 
Possiamo scrivere: i 
atx=a4+40. i 
Applicando la (P,) del capitolo IMI, si ha: 
x= 0. 


Di conseguenza per un numero naturale 4 qualsiasi, avremo: 


d&a. 
La relazione è riflessiva. 
2) a= 0. L'equazione è: 
0+x=5, 
cioè: 
x= b. 


Per un qualsiasi numero naturale b, avremo quindi: 
b> 0. 
3) Non sempre esiste la soluzione; si consideri ad esempio 
l'equazione 
[el + x= 0. 


Per l’assioma A,, non esiste un numero naturale x che risolva 
questa equazione. 


I numeri naturali 
3. Proprietà 


Stabiliremo ora che la relazione 4 < è è una relazione di ordine 
totale in N. 


(a<beb<a) è equivalentea a=b. 
Già sappiamo che la relazione è riflessiva, e quindi: 
a=b > (G<b e bh<ea) 
Dimostriamo ora: 


(a<b e b< a) > a=b. 


Infatti 
(1) a<b > He atce=b 
(2) b<za => Hd bt+d=a. 
Aggiungendo ai due membri della (1) 4, si ha: 
(+0)+d4=b+4d. 
Per la (2), si ottiene: 
at+te+td=a 
donde 
c+d=0 (v.c. IMI, P.) 
e 
e=d=0 (v.c. III, P,). 


La proprietà (P,) è cosi dimostrata. fa tela pa x cuntia' umudtrica) i 


Da (a < be b« c) discende a< e. 


Infatti 
(3) a<b > Hd 
(4) b<zec > He 


a+d= b 
bbe=ec 


Aggiungendo e ai due membri della (3) e tenendo conto della 
(4) si ha: 
a+d+e=s%e onde a<e 


La relazione è dunque fransitiva. 


52 


ibiza e n 


Sottrazione. Relazione d'ordine 


4. Relazione d'ordine totale 


La relazione 4< 6 è dotata delle seguenti proprietà: 
\ (a<b e bea) + a=-b 
(a < b e‘b<i > da<ce 


Essa è dunque una relazione d’ordine in N (v.c. I 8). 
Dimostreremo ora che si tratta di una relazione di ordine totale. 


Per a e b qualsiansi, abbiamo a < b oppure b< a. 


Dimostreremo questa proprietà fissando È. 
Sia A la parte dei numeri naturali 4 che verificano una delle due 
relazioni: 
4<b oppure b<a. 


1) Dimostriamo che 0e A. 
Infatti per un £ qualsiasi, abbiamo: 


0< db. 
2) Dimostriamo che 
ae A > atea. 
L'ipotesi di ricorrenza implica l’uno o l’altro dei due casi seguenti: 


a4<b oppure b<a. 


Primo caso. — Se b< a, esiste un c tale che 
b4+e=a, 
e, di conseguenza, 
b+c+=<c+m, 


onde 
b< at 


ate A. 


Secondo caso. — Sia a < b, supponiamo 4 £ b, in quanto abbiamo 
esaminato dianzi il caso in cui 4 = b. 
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Esiste allora un c40 tale che: 
ate=b. 
Ora, il numero c:40 ha un precedente e’ e c= + m, onde: 
atec=ate+tt=(+B)+< 
(+ M)+=% > da+RB<5 
cioè 
ate A. 
Per la A; risulta dunque che: 
As 


La relazione 4< è è una relazione di ordine totale in N. 


5. Altre proprietà 


, 


La differenza b — a non cambia aggiungendo ai due termini uno 


Sfesso numero Cc. 
Infatti: 


x=b-a © a+x=b. 
Di conseguenza 


(a+ )+x=b+c 
‘e quindi: 


(Associatività e commutatività) 


x=(6+0)- (+0). 
Corollario 1. 
ab «è a+tecbte 
L’implicazione diretta (da sinistra a destra) risulta immediata- 
mente da (P,). 


L’implicazione reciproca (da destra a sinistra) risulta da: 


(+ 0)+x=b+c > 4+x=b (ve. II P,. 
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Corollario 2. 


Le disuguaglianze a < b ec <d possono essere sommate membro a 
membro cioè % là, 


(ab e ce<d) > atech4+d 


Infatti 
a<zh > a+ecbte (Corollario 1) 
ed > b+te<xb+d (id.) 
per transitività, se ne deduce 


atecb+d. 


6. Relazione d’ordine stretto 


Se esiste un x £ 0 tale che 4-4 x = è, si dice che: 


“a è strettamente inferiore a b” e si scrive 4<% oppure 
“ b è strettamente superiore ad 4” e si scrive 2 > a. 


La differenza è — 4 esiste e non è zero. 
Si vede facilmente che la relazione d’ordine stretto è transitiva: 


(a<b e b<e) > da<ec 
e che è possibile applicate i precedenti corollari 1 e 2: 


a<b > date<bte 
(a<b e c<d) > a+e<b+d. 


7. Intervalli 


1) Sia a<b. 
Si chiama inzervallo chiuso di origine a e di estremo È, la parte di 
N formata dai numeri naturali x che soddisfano alla 


ALX<b. 


Questo intervallo si denota con 


(4, 5). 
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Se a= b, l’intervallo contiene il solo elemento 4 
2) Sia 4<b, 


Si chiama intervallo semi. insi 
taperto a destra l’insieme dei numeri 
turali x che soddisfano a: do 


A<Zx<b. 


(a, b{ ; 


. . Allo stesso modo si definisce l'intervallo semiaperto a sinistra 
Insieme degli x tali che 4 <x< 5, indicato con 


k, 5). 


Si chiama intervallo aperto l'insieme degli x tali che: 


. 


Lo si denota con 


d<Zx<b. 


bi. H{. 


Se 5= 44 mM, l'intervallo aperto è vuoto. 


‘ 


Lo si indica con 


PS 8. Corrispondenza y=x+a 


Fissiamo un numero naturale MO, 


g r 


I=X+ 4. 


Si ottiene cosi una funzione che applica NN sull’insieme N. dei 
numeri naturali y tali che y> 4. ° 


Ogni y > a è l’immagine di un unico x e N: 
x=)—- 4. 
La corrispondenza applica dunque biunivocamente N su N, 


In particolare, la funzione applica biunivocamente l’intervallo 
(2, c) sull’intervallo (a+ 8, a+ e). 
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Sottrazione. Relazione d’ordine 


Esercizi 


1. Dimostrare le proposizioni seguenti: 


(a<b e b<c) > a<xe 
(a <b e b< ce) > a<Ze 
(a<b e c<d) > a+e<hb+d 


2. Se la differenza 4— (0 + c) esiste, allora (a— bd) — e esiste 
ed è uguale alla prima. 
La stessa questione per 


a-(b-c)=(4a+0)—-D, 
at (b—-c)=(a+b)—- ce. 
[Queste relazioni sono utili per la dimostrazione dell’associa- 
tività dell’addizione dei mumeri relativi (v.c. XXI, 4).] 
3. Dimostrare che: 
da x > _y e x' > y' discende 
prat tg PED 
4. Dato un numero naturale #, risolvere: 
xgeN x+p9=n 


5*. Per ogni x € NN, si definiscano le due seguenti funzioni con 
valori in N: 
f(x) =X+x, 
Ex) =x+x+ mn. 


Poniamo: 
SM=A è gN)=d 

1) Dimostrare che per x’, x'" e NN qualsiansi, si ha 
fee) » #24 
age) > = 


Dedurre che f è una corrispondenza biunivoca fra /V e 4, e 
che g è un’altra corrispondenza biunivoca fra N e 4. 
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2) Dimostrare che, per x’, x” e N qualsiansi : 


VACHIE-2(C40) 
Dedurne che i 

ANM'=G. 
3) Dimostrare che: 


Lf ()]*= g(x), 
[g()]}t =f (xt). 
Se ne deduca che per un qualsiasi nume tural 
esiste un numero naturale x ui che: PC RETE RAG ASSE ROATO,; 
S(x)= 4 oppure £(x)= a. 


Dedurne che: 
MUIM=N. 


(Si opera cosi una partizione di /V in due insiemi disgiunti 
5 una i oi 
A € A + € è l'insieme dei numeri pari; 4" è l'insieme dei numeri 
dispari.) i 


6 Ti avola di sottrazione. — Servendosi di una tavola simile a quella 
dell esercizio 1 del capitolo precedente, scrivere nella casella della 
Figa sesima e nella colonna jestma la differenza i — / quando essa esiste 
Se non esiste, tratteggiare la casella corrispondente. 
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JA Capitolo quinto 


Cardinalità 


Una volta introdotte nell'insieme N Paddizione e la re- 
lazione d’ordine, possiamo esporre la teoria della nunzerazione 
delle famiglie, che, storicamente, è stata la prima motivazione 
della teoria dei numeri naturali. 

Faremo intervenire una relazione di equivalenza tra in- 
siemi che si chiama “ equipotenza”. 

Il numero degli oggetti di una famiglia, 0 numero cardinale 
della famiglia, rappresenta la ** potenza” della famiglia. 

L’equipotenza è una relazione tra oggetti qualsiansi. Quando 
si fa intervenire N, si ottengono le nozioni di insieme fenito 0 di 
insieme infinito numerabile. 

A questo stadio della teoria, si allacciano în modo del 
tutto naturale le nozioni di elemento più grande (0 più piccolo), 
di maggiorante (0 minorante) di una parte di N, di cui in se- 
Quito ci serviremo, in particolare per il teorema fondamentale 
della divisione euclidea. 


1. Procedimento della numerazione 


Contare gli elementi di una famiglia 4, significa mettere gli og- 
getti di A in corrispondenza biunivoca con i numeri naturali di un 
certo intervallo (1, n) di origine uz0. 

Ad un oggetto di A, faremo corrispondere il numero Wi, e in- 
dicheremo quest’oggetto con au. Ad un altro oggetto di A, faremo 
corrispondere il numero ti Bi ed indicheremo quest’oggetto con 4a; 
continueremo cosi fino all’ultimo oggetto di A al quale faremo cor- 
rispondere il numero #: indicheremo quest’oggetto con a,. 

Il numero # si troverà cosi determinato dopo aver esaurito 
tutti gli oggetti di A (v. fig. 15). 

Reciprocamente, ad ogni numero naturale i € (81, #) corrispon- 
derà ora un oggetto ben determinato 4, di A. 
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Abbiamo cosi realizzato una corrispondenza biunivoca tra A 
e (i, #): denotiamo questa relazione con 


45 
oppure (x, n) 


(=, = A, i 


poiché la relazione ha luogo in ambedue i sensi. 
La relazione + è simmetrica. 


s.,n =) 


Fig. 15. 


noi _- ora di vedere se il numero x cosi trovato dipende o no 
ordine scelto per la numerazione degli oggetti di A. 


Ea di avere numerati degli oggetti di /4 ponendoli 
n un ordine diverso, e di avere trovato un numero #': 


45 (n, n) 
avremo allora: 


(um 2) > A4= (2, #7). 


Esiste dunque una corrispondenza biunivoca f che applica 


DB, }su A i iuni > 
ce 7, u ed una corrispondenza biunivoca £ che applica A su 


La composta g o f applica biuni i 
c. I, 9). Si ha si; S applica biunivocamente (mi, #) su (m, 7°) (v. 


(mu, )=>(m, :) 


e si rileva che la relazione * è transitiva. 


fo LL. biunivoca cosi ottenuta è molto semplice 
poiche ha luogo tra due parti del medesimo insieme N, l’una inclusa 


60 


vinta 


Cardinalità 


nell’altra. Questa corrispondenza biunivoca è la coincidenza. Si ha: 


, 


(=, :)=(w, #) onde s=». 


Abbiamo cosi accertato che il computo è indipendente dall’or- 
dine scelto per la numerazione degli oggetti di A. 


2. Equipotenza 


La relazione di cui ci siamo precedentemente serviti, indicata con 
4, è definita tra due insiemi per corrispondenza biunivoca. Questa I 
relazione si chiama “ equipotenza ”’. 


DEFINIZIONE. — Due insiemi si dicono equipotenti quando sono in 
corrispondenza biunivoca (v. fig. 16). 


“ A e B sono equipotenti” si indica con A = 2. 
Si dice anche che A e 8 hanno la medesima potenza. 


Fig. 16. Equipotenza A=zB. 


PropRIETÀ. — L’equipotenza è una relazione d’equivalenza. 
1) È riflessiva: 
Az Aa 


Per provarlo basta considerare quella particolare trasformazione 
biunivoca che è la coincidenza. 
2) È simmetrica: 


A2B > B2&AA. 


La simmetria è evidente. 
3) È transitiva: 


(A&B e B#aC) > APC. 


Il composto di due corrispondenze biunivoche è infatti una cor- 
rispondenza biunivoca (v.c. I, 9). 
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Osservazioni. — La definizione di equipotenza è indipendente dalla 
nozione di numero naturale. L’insieme N dei numeri naturali non 
interviene in questa definizione. Si tratta di due insiemi qualsiansi 
A è PB. 


Quando si fa intervenire N, la nozione di equipotenza conduce a 
due definizioni. 


L'insieme A è finito se A è equipotente ad un intervallo (m, 7). 
È questo il caso dell’esempio scelto dianzi. 

L’insieme A è infinito numerabile se A è equipotente ad N. 

Vi sono del resto insiemi dotati di una “ potenza superiore ” 
a quella di NV, ad esempio l’insieme dei punti di un segmento di retta, 
oppure l’insieme dei numeri reali (v.c. XIX, esercizio 8). 


3. Insiemi finiti 


DEFINIZIONE. — Si dice che un insieme A è finito quando è equipotente 
ad un intervallo (n. n), di origine m, di N. 


A finito + Az (m, n). 


Il numero # si chiama il nurzero cardinale dell'insieme A. Esso è 
il “ numero degli elementi” di A. 


Il numero zero viene riservato all’insieme vuoto. 

La corrispondenza biunivoca associa ad ogni elemento di A 
un numero naturale i € {M, n) di guisa che ogni elemento di A si 
indica 

4; Îe (m. n) 


e la medesima lettera munita di indice rappresenta tutti gli elementi di 
44 al variare dell’indice i nell’intervallo (3. n): 


A= fan, cun, dann, -.., 4,}. 
Ordine totale di N indotto su A. 


Abbiamo cosi contraddistinto ogni elemento a, di A con il pro- 
prio indice i; l’ordine totale di N studiato nel capitolo precedente 
definisce un ordine totale in A nel modo seguente: 

Diremo che “a, precede 4,” se i <— Le 


L'indice ? è allora un ordinale per l’elemento corrispondente 
a,€ A. Diremo che: 
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da è il primo elemento di A, 
dan è il secondo, ecc., 


ed A è una sscessione finita di elementi ordinati. 
L’ordine di N è cosi indotto sull’insieme A. 


4. Proprietà degli insiemi finiti 


Affinché due insiemi finiti siano equipotenti, è necessario e suft- 


cente che essi abbiano lo stesso numero cardinale. 
1) Partiamo da due insiemi finiti equipotenti A e 8: 


Ax B 


e sia n il numero cardinale di A: 
A=(m, 7). 
Servendoci della simmetria e della transitività dell’equipotenza, 


avremo: 
BRA e A#m.) > 23M); 


n è quindi anche il cardinale di 5. PORCA 
2) Reciprocamente, partiamo da due insiemi finiti AA e B aventi 
lo stesso numero cardinale #: 


Az(m, 2) e 2=(8, 7) 


La simmetria e la transitività permettono di concludere che 
AS B. l a 
Il cardinale comune # di A e 8 “ valuta ”’ la loro potenza comune. 


Problema. 


Dati due insiemi finiti Ae B di cardinali rispettivi a e b qual è il car- 
dinale dell’unione Au B? 


La risposta varia a seconda che A e B abbiano o no degli elementi 
in comune, cioè a seconda che A N 8 sia o no vuoto. 
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(i limiteremo qui a studiare il caso in cui A e 8 siano disgiunti, 
Rinviamo all’esercizio 3, posto alla fine del capitolo, per lo studio 
dell’altro caso che può dedursi dal primo. l 

Consideriamo dunque due insiemi disgiunti A e B: 
4NnB8B=49. 
4 è il cardinale di A, onde 
(1) A=(m, 2), 
b è il cardinale di 8, onde: 
(2) Bx (m, 0). 


. Sappiamo (v.c. IV, 8) che la corrispondenza J=44 x applica 
biunivocamente (1, 5) su (a +2,2+ 6). Poiché questi due inter- 
valli sono equipotenti, per transitività se ne deduce dalla (2), che: 


(3) Bae(2+w, +6] (v. fig. 17). 
TEAUS8 
APT ANA 
,a)-{é, tag i] feta, ave, + bi -Zaf={n] 


Mostriamo che: 
AUB=(,2)U(+ mm, + 5). 


Consideriamo un elemento qualsiasi x dell’unione A U 2. 
Due casi sono possibili: 


a) x€ 4 oppure £f) xe. 


«) Sia x € A. Associamo ad x l’indice i che gli corrisponde in 
(nm. 4) per la (1). Esso è numerato x; con i € (I, 4) e ad un indice 
i di questo intervallo, corrisponde un solo xy e A. 

B) Sia x e B. Associamo ad x l’indice j che gli corrisponde in 
(2+ M,c+ 5) per la (3). Esso è numerato x;, con j € (a+ m,a-+ b), 
e ad un indice j di questo intervallo corrisponde un solo x; € Bb. 
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Ogni indice ? è diverso da ogni indice j poiché essi appartengono 
rispettivamente agli intervalli (31, 4) e (<+ 1, 4-+ 2) che sono di- 
sgiunti. 

Verifichiamo anche che x, # x; Interviene in questo caso l’ipo- 
tesi iniziale AnB=. 

Se x;= x; (per una certa coppia #, j), l'elemento corrispondente 
x apparterrebbe al tempo stesso ad .4 e B, cioè ad 4 n 8, mentre 
questa intersezione per ipotesi è vuota. Si ha perciò che x, 7 x per 
un i ed un j qualsiansi. 

Osserviamo che 


(mi, )U (+, 2+5)= (m, + 8). 
Abbiamo cosi dimostrato che, ad ogni x € (AA U 8) corrisponde 
un solo £ € {#, 4+ 5) e viceversa. Avremo quindi 


AUB=(M, + 0). 


Possiamo dunque enunciare: 


Il cardinale di due insiemi finiti disgiunti è uguale alla somma dei 
cardinali di questi insiemi. 
Conseguenze. 


C,: Ogni parte P_ di un insieme finito A_ possiede un cardinale non superiore 
a quello di A. 


Infatti A è l’unione di P e del complementare P' di P_ relativo 
ad A. 
pa kB 


Evidentemente: 
da € Pupi 


Possiamo applicare la (P,) rispettivamente alle parti disgiunte 
P e P'. Il cardinale 4 di A è uguale alla somma dei cardinali p e p° 
rispettivamente di P e P'. Avremo dunque: 


a=pb4+p' > a>p. 


C,: Ogni parte P_di un insieme finito À e distintà da A, possiede un cardi- 
nale strettamente inferiore a quello di A. 
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Introduciamo nella dimostrazione di C,, l’ipotesi supplemen- 
tare: P£# A. Risulta allora P'# Z, onde p'AO0. 


(a=p+p' e pPeoò a> p. 
5. Insiemi infiniti 


Già abbiamo visto che NN è un insieme infinito. 

In generale si chiama insieme infinito un insieme che non è 
finito. Limitiamoci qui a segnalare che se un insieme E ha la stessa 
potenza di una delle sue parti A 4 £, esso è infinito. 

(Nell’esercizio 6, proporremo lo studio di un semplice esempio.) 

Supponiamo infatti £ finito, e dimostriamo che si arriva ad una 
contraddizione: 

Ag E = cardinale di A= cardinale di E (P,) 
(AcE e A#E) => cardinale di A< cardinale di E (C;). 


Questa è una contraddizione ed E non può dunque essere finito. 
4 
Insieme finito numerabile. 


Dermizione. — Si dice che un insieme E è infinito numerabile quando 
esso è equipotente all'insieme N dei numeri naturali. 


E infinito numerabile! > EzN. 


In questa corrispondenza biunivoca, ad ogni numero we N 
corrisponde un elemento a € E che si indica 4,. L'ordine totale in 
N è allora indotto in E che assume il nome di “ successione infinita 
numerabile ”; 


E= fam, dun, ---34n ssa 


6. Elemento più piccolo. Elemento più grande 


Nell’insieme NN, per un x e N qualsiasi, abbiamo 
x> 0. 


Zero si chiama l’elemento più piccolo di N. 
Diamo la seguente definizione generale: 


1 Il cardinale di un insieme infinito numerabile è un nuovo numero, che non ap- 
partiene ad IN e che si chiama il ‘“ primo transfinito ”. 
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Dermuzione. — Consideriamo una parte A di N. , 
« Se esiste un elemento a € |A tale che x > a, per qualsiasi x € A”, 
a si chiama allora l'elemento più piccolo della parte A. 


Se questo elemento 4 esiste, esso è unico, poiché se esistesse un 
altro elemento 4’ e A dotato di.questa proprietà, si avrebbe: 


a' > a, poiché 4 è l’elemento più piccolo di A; 
a>a', poiché a’ è l'elemento più piccolo di A; 


onde a= d'. 


Allo stesso modo definiamo l’elemento più grande di A. 


DEFINIZIONE. — ‘ Se esiste un elemento b e A tale che x < b per 
un qualsiasi x € A”, b si chiama l'elemento più grande di A. 
Come dianzi si dimostra, che, se è esiste, esso è unico. 


Osservazione. — N possiede un elemento più piccolo: 0. 

Non possiede tuttavia, un elemento più grande, poiché per 
un- a € N qualsiasi, esiste un x e N tale che x > 4, per esempio 
x=a%+ MR. 


Teorema 1. — Ogni parte finita A_non vuota di N ammette un ele- 
mento più grande e un elemento più piccolo. 


Dimostrazione. — Diamo la dimostrazione per l’elemento più 
grande. Per il più piccolo basterà sostituire al vocabolo “ grande ” 
il vocabolo ‘ piccolo ”. Ragioniamo per ricorrenza limitata al numero 
n degli elementi di A. 

Per n= mi, il teorema è banale. Poiché infatti l’insieme A ha 
un solo elemento la nozione di elemento più grande non è in questo 
caso affatto interessante. 


Per s#= WB, 
A= fa, b}. 


Poiché l’ordine in N è fofale sappiamo confrontare 4 e è e perciò 
sappiamo anche dire qual è il più grande. 
Supponiamo ora dimostrata la seguente proposizione: 
“Ogni parte A di cardinale ”— Mm ammette un elemento 
più grande ”?, e proviamo che “ ogni parte A di cardinale 7 ammette 
un elemento più grande. ”’ 
Si può considerare qualsiasi parte A di vr numeri naturali, come 
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l’unione di una parte A’ di n — W numeri naturali e di un insieme 
con un unico elemento «: 


A= AU {a}. 


Per l’ipotesi di ricorrenza, possiamo dire che, 4" ammette un 
elemento più grande 4. L'insieme {a, 2} ammette un elemento pit 
grande che è l’elemento più grande di A. 

Il teorema è cosi dimostrato. 


Teorema reciproco solamente per l'elemento più grande. 


Se una parte non vuota di N ammette un elemento più grande, essa è 
finita. 

Sia 4 una parte non vuota di N con un elemento più grande 4. 
(a e A). 


xe Ad > xd 


A è incluso nell’intervalio (0, a) che è evidentemente finito 
ed una parte .4 di un insieme finito (0, a) è essa stessa finita (C,). 
Possiamo dunque enunciare: 


TEOREMA 2. — Affinché una parte non vuota di N abbia un elemento 
più grande, è necessario e sufficiente che essa sia finita. 


CoroLLarIio. — Da questo teorema si deduce la seguente pro- 

prietà: 

Ogni parte infinita di N non ammette un elemento più grande. 
Dimostriamo ora il seguente teorema: 


TeoREMA 3. — Ogni parte infinita P_di N ammette un elemento più 
piccolo. 


Infatti, scegliamo un elemento 4 € P: se esistono in P degli ele- 
menti inferiori ad 4 essi appartengono evidentemente all’inter- 
vallo (0, a) e costituiscono l’intersezione 


J=PN(0, a). 


J non è vuoto poiché contiene almeno l’elemento 4. 

J è finito poiché è compreso in (0, 2). 

}. per il teorema 1, ammette dunque un elemento più piccolo 
che è l’elemento più piccolo di P. 
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7. Maggiorante. Minorante 


Consideriamo una parte A di N. 
Definizioni. 
1) € Se esiste un numero a € N tale chex < 2, per un qualsiasix e A”, 


$ } I i; > > “e di »” 
si dice che “ a è una maggiorante di A” 0 che “a maggiora A” oppure 


che “ A è maggiorato da a”. a 
Si noti la differenza essenziale fra questa definizione e quella di 
elemento più grande. Qui 4 e N e non 4 € A. DA , 
2) ‘Se esiste un numero b € N tale che x > b, per un qualsiasi x € À 
si dice che “b è un minorante di A”, 0 che “ b minora A” oppure che 
“ A è minorato da b”. 


Osservazioni. — Se A è maggiorato da 4, qualsiasi numero su- 
periore ad 4 è anch'esso un maggiorante di A. 1 
Se A è minorato da 5, qualsiasi numero inferiore a b, è anch’esso 


un minorante di A. 
Si ha cosi il seguente teorema: 


TEOREMA 4. — Ogni parte maggiorata di N è finita. 


Infatti se la parte A di N è maggiorata da 4, essa è inclusa in 
(0, a) ed è per conseguenza finita. 


Esercizi 
1. Sia fim, 4% >>> u,} una successione finita di numeri natu- 
rali. La somma: 


Sa 3 Am + Sae + Ta 


si definisce per ricorrenza finita sul numero # degli elementi della 
successione: supposto di avere calcolato 5, Si ha: 


Saitta 


così che ciascuna addizione involge solo su due termini. RE 

a) Associatività. Dimostrare che, senza modificare s,, è possibile 
sostituire prima a due termini consecutivi la loro somma e poi a più 
di due termini consecutivi la loro somma. 


69 


I numeri naturali 


o) i Dimostrare che, senza modificare s,, è possibile 
scambiare due termini consecutivi e poi scambi i lataei 

i iare in quals 

l’ordine dei termini. : sani 


2. Sia {sta Pa Un} i i i 
2 {> ,°**, #,} una successione finita di numeri natu- 
rali. Essa si chiama decrescente se: 


di > di > > > Ux: 


Partendo da questa successione decrescente, si può definire la 
nuova successione s;: 


Sat =" Shy San =" Sat — ho, Sira = Sat | 74001, Sinnai = Sani — novo 


e cosî di seguito, aggiungendo o sopprimendo #,. 

a) Dare l’espressione di s, secondo la parità di £ (secondo cioè 
che £ sia pari o dispari; v. eserc. 5, c. IV). 

b) Dimostrare che 


VE (Si (nn, n), 


5 appartiene all’intervallo chiuso le cui estremità sono formate dai 
due termini che precedono s, nella successione. 

c) Dimostrare che la successione costituita dagli s, di indice di- 
spari è decrescente, e che la successione costituita dagli s di indici 
pari è crescente. di sai 


3. Siano A e B due insiemi aventi p elementi in comune; p è il 


numero cardinale di A n 8. Facendo intervenire UP, cal i 

i 408. , calcolare il 
numero cardinale dell’unione A U 8 in funzione di d e dei numeri 
cardinali 4 e è rispettivamente di A e di 8. 


4. Siano 4, b, c, dei numeri naturali tali che 
a<bh<e<d. 
1) Qual è il numero cardinale dell’insieme 
(4, ) N (o, d). 
Quali sono il suo elemento più grande ed il suo elemento più 


piccolo ? 
2) Le stesse domande per 


(a JU (o, 4). 
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5. 1) Dimostrare che ogni parte B, finita od infinita, di N è 
minorata. Dimostrare che l’insieme delle minoranti di B è finito. 

2) Sia AA una parte maggiorata di N. Dimostrare che l’insieme 
delle maggioranti di A è infinito. Confrontare il numero cardinale - 
di A, l'elemento più grande di A ed un maggiorante di A. 

Qual è l'elemento più piccolo dell’insieme dei maggioranti di A? 


6. In geometria\si considera una semiretta Ox ed un vettore 

f 20 avente la stessa direzione e lo stesso senso di Ox. Si denota 
con O'x la trasformata di Ox per la traslazione n 

1) Dimostrare che Va applica biunivocamente Ox su 'x. 


Qual è la trasformazione reciproca? 
2) Se ne deduca che Ox è equipotente ad una delle sue parti 
O'x, distinta da Ox. Cosa se ne può dedurre per l’insieme dei punti 


di Ox? 
7**. Dimostrare il seguente teorema: 

Se due insiemi disgiunti A e 8 sono rispettivamente equipo- 
tenti a due insiemi disgiunti A° e B' allora A U Be A' U B' sono 
equipotenti. 

Indicazioni. 
a) Se A e B sono ambedue finiti si applicano le (P.) e (Pa) di 


questo capitolo. 
b) Se A e B sono qualsiansi: 
Az* A' significa che esiste una corrispondenza biunivoca f 


tale che: sù 
A'=f(A) e A=f(A). 
B= B' fa intervenire allo stesso modo una corrispondenza 


biunivoca g£. 
Si definisce allora, in A U 8, la funzione F (x) nel modo se- 


guente: 
Vvxe A F(x)=f(x) 
VxeB  F(x)=&(x) 
Servendosi dei risultati dell’esercizio 5 del capitolo I, si dimo- 
stri che: 
F(AUu B)= A'\ B'. 


-1 
Si definisca la funzione reciproca £ e se ne deduca che 


n 
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-1 
F(A'UB)= AUB. 


SERIETA ; ut ge: 
8**. Dimostrare che, in un insieme infinito E, se A è una parte 


infinita numerabile e B una parte finita. l’uni = DAL 
numerabile. P » l'unione A U 8 è infinita 


Indicazioni. 


i IRE ; 
3 ba, Si comincerà col dimostrare che il teorema è vero per 
Cc . 


b) Nel caso contrario, si di à ibi 

Nei , si dimostrerà che è possibile suppo 

A e B disgiunti. Ù = 
| Se sè il cardinale di 8, si indicherà con ? l’insieme dei numeri 

naturali x tali che x > n e dimostreremo che A = P. Si applicherà 

in seguito il teorema dell’esercizio 7. 


9**. Nell’esercizio 5 del capitolo IV, abbiamo di i 
ho , o dimostrato ch 
insiemi 7, € e #° sono equipotenti e che ai 


ANM=D MIM'=N. 
Servendosi ancora una volta del teorema dell’esercizio 7 si di- 


mostri che l’unione di due insiemi infiniti numerabili è anch'essa 
infinita e numerabile. 
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Moltiplicazione 


Continuiamo ad elaborare delle strutture nell'insieme N 
definendo in esso una nuova operazione: la moltiplicazzone. 

Dimostreremo che questa operazione è distributiva rispetto 
all’addizione, associativa e commutativa. Il suo elemento neu- 
tro è “uno”. Definiremo anche la funzione a* per un a dato, 
per un x qualsiasi, e stabiliremo le proprietà fondamentali di 
questa funzione. 

Una volta definita la funzione crescente, ci serviremo di 
questa proprietà per stabilire la biunivocità fra N e la sua im- 
magine mediante a*, ed introdurremo così, nel modo più naturale, 
la funzione logaritmica. La “ scala logaritmica ” cosi ottenuta 
verrà ampliata nell’ultimo capitolo. 

La maggior parte dei risultati ottenuti sulla funzione 2% 
sono posti in questo capitolo perché ci serviranno per esporre la 
teoria dei numeri. 


1. Definizione 


Ad ogni coppia ordinata (x, y) di numeri naturali facciamo corrispon- 
dere un numero naturale, detto prodotto di x per y ed indicato con xy 0 x - y 
oppure x X y e definito nel modo seguente per ricorrenza: 


a) x-0=0. 
b) Supposto xy definito, definiamo xy* mediante la 


xyt = xt N. 


2. Osservazioni 


x e y hanno funzioni diverse: x, a sinistra, si chiama il moltipli- 
cando, y, a destra, il moltiplicatore. 
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La notazione xy + x significa che si esegue l’addizione di xy 
e x. Cerchiamo l’insieme A dei numeri naturali y, per i quali, fissato 
x, la moltiplicazione risulta cosî definita. 

Avremo anzitutto 0 e A poiché a) definisce l’operazione per 
J= 0. Supponendo la moltiplicazione definita per y e dunque 
assumendo xy definito, b) definisce allora xyt come la somma 
x + x. Quindi: 

JeA > SEAL 


Per l’assioma As, la moltiplicazione è definita per tutti i numeri 
naturali. 
Applichiamo b) per y= 0: 
x0t=x-0+x. 
Poiché 
0+= e ec x-0=0 
si ha: 


La moltiplicazione per I non ha alcun effetto su x. Il numero 
Mm è Velezento neutro della moltiplicazione. 
Pet _y= I, b) dà: 
x-Mt=x-Bt+x. 
Poiché 
na*'--< En © x-E=x, 
risulta: 
x X (MM) = + x. 


Supponiamo di aver dimostrato, per _y > I: che 


xigp=x+x+ + 


1 0000 y termini 1*-- > 


La definizione b) dà allora 
xgt=xtx+ 0 +4x +, 


«0000 9 termini *e** 
cioè 
xoyt=x+x+ 0 +. 


+ 000 yt termini «000 + 


Abbiamo cosi dimostrato, per ricorrenza, la seguente proprietà: 
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Moltiplicazione 


La moltiplicazione di x per y è l’addizione reiterata di y numeri 
uguali a x per y > El. 


3. Distributività della moltiplicazione rispetto all’addizione 


Cominciamo col dimostrare la distributività a sinistra. 


Per x, y, 2 qualsiansi, abbiamo: 
(1) xU+ 2) = + az. 


La notazione x(y + %) esprime il prodotto di x per la somma 


IT: 
La notazione xy + xx esprime la somma dei due prodotti xy 


e xz 
Fissiamo x € y. 
1) Dimostriamo la (1) per z= 0. Avremo: 


xU+ 0) = 
x-St+x-0=09. 


La (1) è dunque vera per z=0. 
2) Supposta la (1) dimostrata per z, proviamo che 


x(y+zt)= + xz* 
Successivamente risulta: 


x(+z)=xU+ 3 Definizione dell’addizione) 
x(7+gt=x(y+z%)+x (Definizione della moltiplicazione) 
x(y+z%+x=7+xz+x (Ipotesi di ricorrenza) 

xy + (xx + x)=xy+xgzt (Definizione della moltiplicazione). 


(P;) è dunque dimostrato per x,y, % qualsiansi. 
La distributività a destra, cioè 


(+ z)x=9x + zx, 


risulterà dalla commutatività (v. Ps). 
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CorotLLarIo. — Distributività della moltiplicazione per la sot- 
frazione. 


Se y> 2, si ha 
*O-%D= 9 3: 
Infatti, poiché y > %, esiste un 4 tale che: 
I=%td è d=j-x 


‘Se ne deduce che 


= xR+ d), 
cioè che 

xy = x2 + xd (P,) 
ossia 

xy — 3 = xd, 
vale a dire 


= 2). 


4. Associatività 


° Per x, y, 2 qualsiansi, risulta: 


(2) (29)% = x(0%). 


In queste moltiplicazioni iterate, si opera ogni volta su una cop- 
pia. Per esempio, prima sulla coppia x, y per ottenere (xy), poi sulla 
05 (xy), x per ottenere (x y)z. In modo analogo si procede per 
x(92). 

Fissati x e _y: 
1) dimostriamo la (2) per 7 = 0; risulta: 


(09) -0=0 


e 
x(y 0) =x-0=0. 
La (2) è dunque vera per ®= 0. 
2) Supposta la (2) dimostrata per %, proviamo che: 
G9)g+ = xt). 
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Moltiplicazione 
Si ha: i 
(9)zt= (0); + (Definizione) 
9)z+xy= (uz) + xy (Ipotesi di ricorrenza) 
x(92) + xy = (0% +0) (Distributività) 
x(9z +0) = x(02*) (Definizione). 


L’associatività è cosî dimostrata per x,y, z qualsiansi. 
Invece di (x7)z 0 x(2) si può scrivere xyz. 


5. Commutatività 


Cominciamo col dimostrare una relazione che ci sarà utile. 
Lemma preliminare. 
(3) gtix=yx+ x 
Fissiamo y: 
1) La relazione (3) è vera per x = 0 poiché entrambi i mem- 
bri hanno in tal caso valore 0. 
2) Supponiamo di avere dimostrato la (3) per x, e proviamo 
che: 


ptt = Jxt + act. 
Avremo successivamente: 
gtixt=gyt.x+yt (Definizione) 


ytx +9t= (x +x)+ (+ a) (Ipotesi di ricorrenza) 
Lx +x)+ (+ mm) = (0x+)+ (+ mm) (Associatività e commu- 
tatività dell’addizione) 
(3x +9) + (+ IR) = xt + xt (Definizione). 
La relazione (3) è cosi dimostrata per x e_y qualsiansi. 
Dimostreremo ora la commutatività della moltiplicazione. 


| Ps | Per x, y qualsiansi, abbiamo: 


(4) IX. 
1) Per y= 0, dimostriamo che x - 0= 0 - x, ossia che 


(5) 0=0-x. 
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a) Perx= 0, la (5) è evidente. 
8) Supponiamo la (5) dimostrata per x e proviamo che 
0=0-x*. Abbiamo: 


Per la distributività possiamo dedurne: 
(a—- b)x = 0, 


sini i EEE 


0-x+t=0-x+0 (Definizione) e, poiché x #0, se ne deduce per la (P.) che a-&=0.ì 
e quindi : | î . 
0. x+=0. ab=&B > c=b=@R. 
Siano a e è due numeri tali che cb= mM. 


H 
La (5) è cosi dimostrata per un x qualsiasi. Î 
2) Supposto la (4) dimostrata per y dimostriamo che è 


Né 4 né 6 possono essere nulli, poiché altrimenti 4 - 8 = 0. 
I due numeri non nulli 4 e è hanno dei precedenti 4’ e 8’: 


Al» tha (= DAL È 
Abbiamo: | a=d+% b=-b' + 
xyt= xy +x= x + x (Definizione ed ipotesi di ricorrenza) i Da un calcolo analogo a quello di (P,) risulta: 
gsx += gta (Lemma preliminare). | m= 00 +0 ++, 
La commutatività è cosi dimostrata per x e y qualsiansi. : onde 
| 0= d'b'+a'4 db 
| 
6. Altre proprietà della moltiplicazione | di WA I, (vic. III, P,). 
Se un prodotto di due numeri è nullo, almeno uno di questi numeri dc 


è nullo. a=%ì e b=-p. 


Supponiamo ab = 0 e dimostriamo che almeno uno dei due nu- Moltiplicazione e relazione d'ordine. 


a a=a' +, b=b + 1) (Ve) azb > ache 
=d' + R, SE 
onde 2) (Ve40) a<b è de < be. 
0=ab= (a+ m)(0 + m)= 0 ++ 0 + nm, Dimostrazione. 
ma questo sarebbe in contraddizione con l’assioma Ay. La proprietà 1) a<b > Hd a+d=b. 


(P.) è dunque dimostrata. Ne discende la proprietà seguente: 
Moltiplicando per un e qualsiasi, si ha: 


(a+ d)\=be > a+de=zbe > «a<he 


[p.] 
à FD e dea) + asd 


Infatti 


1 Questa proprietà si esprime dicendo che ogni numero naturale diverso da zero 


ax bx > ax — bx = 0. è semplificabile o regolare per la moltiplicazione. 


meri 4 e è è nullo. 
Se infatti nessuno di essi fosse nullo, esisterehbero un a’ e # 
78 | 
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2) Se 4 <b, il numero d precedente è diverso da zero, e poiché 
c£0, avremo cd 4£0 e 


ac+ de= be >  a<he 


Reciprocamente, se «6 < de non può essere 4 > b, altrimenti, 


per la 1, se ne dedurrebbe che 4c > be, € questo è in contraddizione’ 


con l’ipotesi. Quindi: 
(Vez 0) a<hbe > ac<h. 
Dalla (P;) si deduce la possibilità di moltiplicare delle disugua- 


glianze membro a membro: 


1) (a<b e ce<d) > da bd 
2) (a<b e c<d) > dac<hd. 


1) Moltiplicando per c: 
a<b > ac be 
Moltiplicando per b: 
ed > be< bd. 
Per tivi 
ac < bd. 


2) Se 4 e c sono ambedue nulli, l’implicazione 2) è evidente. 
Se 4 e non sono ambedue nulli, si può supporre c 4 0 e procedere 
come per 1). 


7. Potenza intera di un numero naturale 


Derinizione. — Fissiamo un numero naturale a # 0. Ad ogni nu- 
mero naturale x, facciamo corrispondere un numero naturale, notato a* e 
definito per ricorrenza nel modo seguente: 

1)00=- 
2) Supposto a* definito, definiamo a*: 


a = a - a, 


È cosi definita per ricorrenza in N, la funzione a” di x, con im- 
magini in NN. Essa si chiama ‘ potenza di esponente x di a”. 
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Osservazioni. 


1) Il caso in cui = è banale, poiché la relazione di ricorrenza 
dà m"= mc tutti i numeri x € N hanno la medesima immagine m. 
2) Nel caso generale, si ha: 


‘ 


= -a=M-a=a, . i 
qua gRa-d-°d. 
Supponiamo di aver dimostrato, per x > Ml: 


at=ded---d. 
+ x fattori — 
Per la definizione si ha allora: 
at=a.ia.-a-°a 
: + x fattori + 
cioè 
at=a4a:a-000 ad 


+ x'fattori + — 


a” è dunque il prodotto iterato di x numeri uguali ad 4, per un x > 
qualsiasi, 


Proprietà. 


(6) 


Fissato x: 
1) Per y= 0, abbiamo: 


af + al = att, 


a + a0 = a° >. R= da 
atto = a”. 


La (6) è dunque vera per y= 0. 
2) Supponiamo la (6) dimostrata per y e proviamo che 


at. av = atti, 


Moltiplicando per 4 i due membri dell’ipotesi di ricorrenza 


a a = att, 
si ottiene 
ar. al a= at » a, 
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cioè, per definizione: 


at a = ast. 


La proprietà è cosi dimostrata per 4, xe y (44 0) qualsiansi. 


El © 


Fissato x, 
1) Per y= 0 abbiamo: 


(e) = an. 


(a3)° = % 

ao= a = Bi. 

La (7) è dunque vera per y= 0. 

2) Supponiamo la (7) dimostrata per y e mostriamo che 

(at) = ar. 

Si ha: 

(23) = (42)! . at (Definizione) 
(at)v - at = a*V - a? (Ipotesi di ricorrenza) 


a38Y è gt = givte (Ps) 
quiz — giu 


La proprietà è cosf dimostrata per 4, x e _y (4 0) qualsiansi. 


Pri (8) azb* = (ab)5. 


1) Per x= 0; i due membri sono uguali a m. 
2) Supponiamo la (8) dimostrata per x e mostriamo che 


at. b* = (ab). 
Si ha: 
at . b** = (4° - a)(b* - b) (Definizione) 
(a* - a)(b* - b)= (4° - b*) (ab) @(Commutatività del prodotto) 
(a5b2)(ab) = (ab)? - (ab) (Ipotesi di ricorrenza) 
(ab)? - (ab) = (ab) (Definizione). 
La proprietà è perciò dimostrata per 4, d, x (2: 0, b # 0) qual 


siansi. 
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Moltiplicazione 


O 


1) Cominciamo col dimostrare: * 
(x40) a<b > dach. 


(per un x 40 qualsiasi). 


L’implicazione è evidente per x = @i. Supponiamo stabilito: 
a<b > a°<b 
e dimostriamo 
a<bo > e <b3. 


Per l’ipotesi di ricorrenza, si ha allo stesso tempo 4 < de a* < b*. 
Moltiplicando membro a membro, si ottiene: 


at < bh. (P,) 
2) Dimostriamo ora: 


a <hî > a<hb. 


Supposto «> è, da quanto abbiamo visto dianzi segue che 
a? > b® è in contraddizione con l’ipotesi. Risulta dunque che 4< b. 


Pis (>@ e x>J) > d°>al 
Dimostrazione. 
x>y > H4730 x=J+4d 
Ora: 


(> e d570) > cd°>M (Pia) 
Moltiplicando i due membri per 4” che non è nullo, si ottiene 
av .al>a, (P.) 


cioè 4144 > av, vale a dire 47 > a!. 


° 8. Funzione crescente 


L’immagine di N per la funzione 4° è una parte di NN, che si 
indica 2, e si chiama “ progressione geometrica avente come primo 
elemento @ e come ragione 4”: 


P_= {M, 2, 88, ghi, ..., d°,...}. 
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Ciascun elemento di , ad eccezione del primo, si deduce dal 


precedente moltiplicando quest’ultimo per 4. 
Nel caso in cui 4= 8, la funzione 47 è una costante e Pa = {m}. 
Nel caso in cui 4 > I, si dice che la funzione 4° è crescente per 
qualificare la proprietà (P,3): 


x>J > d'a. 


Generalizzando avremo la seguente definizione: 


Dermnizione. — Siano E ed F due insiemi ordinati (le cui relazioni 
sono entrambe indicate con <). Si dice che uma fomzione f, definita in E, 
con valori in F, è crescente se 


x<y > f@<f0) 
Si dice che £ è decrescente se 


x<y > S>SO0) 


9. Logaritmo di base a 


Proviamo anzitutto che 
P 
sa (>) d°=@& > x=). 


Se infatti supponessimo x > y per la (P,3) si avrebbe 4° > 4’, 
ma questo è in contraddizione con l’ipotesi. Allo stesso modo sarebbe 
in contraddizione con l’ipotesi x < y, e perciò 


= 
Da questo si deduce il seguente teorema (v.c. I, 9). 


TEOREMA. — La funzione a* applica biunivocamente N su P7, (a > MB). 


DEFINIZIONE. — La funzione reciproca di y= a* si chiama loga- 
ritmo in base a e si éndica con 


ralog. 
Essa è definita per ye È ed applica 4 su N. 


i 
Ì 
Î 


Moltiplicazione 
Ecco il grafico* che illustra questa corrispondenza biunivoca: 
N = {0, m,ummmn...,x...} % Ki 
PF WWW U) Il î 
> = fil, 2, a, 00m, ...,a5,... 
{tm < Ra } » x 
Per definizione abbiamo: 
ve PS e loggyg=x) @* gy=d5 


Proprietà fondamentale del logaritmo. 


Per y', y" e F,, abbiamo: 


i log4y' + logay” = loga (00). 
Infatti: 


log.) SA x <> 54 = at' 
log, y” = x" pra Fai = gi. 
Applicando la (P,) si ha: 
39" I 2 A ai A ar'+e”, 


ciò che può tradursi con: 
x + x"= loga 09"). 


La proprietà è cosi dimostrata. 
La corrispondenza biunivoca precedente è dunque dotata della 
proprietà di trasformare l’addizione in N nella moltiplicazione in Fi 


Esercizi 


1. Si consideri una successione di 7 numeri naturali fan, dun; ---, dn} 
e il prodotto P, = de +-+ 4, definito per ricorrenza come segue: 


Pa = Pc dg 
a) Associatività. Dimostrare che P, resta immutato, anzi- 


* Grafico: illustrazione della corrispondenza. 
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tutto se si sostituiscono due fattori consecutivi con il loro prodotto, 
e poi se si sostituiscono più fattori consecutivi con il loro prodotto. 

b) Commutatività. Dimostrare che si può scambiare l’ordine 
di due fattori consecutivi, poi l’ordine di due fattori qualsiansi, ed 
infine l’ordine dei termini in un modo qualsiasi. 


2. Dimostrare che: 


#(Gu + Gum + +++ + G2) = 708 + cn + + 4, 
(Distributività generalizzata.) 


3. Distributività dell’unione rispetto all’intersezione e dell’in- 
tersezione rispetto all’unione. 
Date tre parti qualsiansi di un insieme £, A, 8, C, dimostrare 
le formule: 
AU(BNC)=(AUB)N(AULC), 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 


4. Insieme prodotto 


Considerare due insiemi £ e /; formare le coppie ordinate 
(a, b) con € E e be F. L’insieme di queste coppie, si chiama l’in- 
sieme prodotto E x F. 

a) Si suppongano £ e / finiti e rispettivamente di cardinali 
ne p. Qual è il cardinale dell’insieme prodotto £ x F? e dell’insieme 
Fx E? 

b**) Si supponga £ finito e F infinito numerabile, e si dimostri 
che E x F (o Fx E) è infinito numerabile. 


5. Dato un numero naturale 4 > M e l’immagine .# di N 
per 47, dimostrare che la funzione y = log, x è crescente. 


6. Se x e y sono due numeri naturali dell’intervallo dato (0, n) 
risolvere 


x+y=? (p naturale dato). 
Si considerino i tre casi: 
1) pe (0, 2), 
2) pe)», (mm)e), 
3) p> (mm). 
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Moltiplicazione 
7. Dato un numero « > II, dimostrare che, per un x e N qual- 


siasi, si ha: 
x < at. 


(Si faccia il ragionamento per ricorrenza.) 
8. Dimostrare che per @ e x qualsiansi e diversi da zero risulta: 
(mM -| a) > Mi ax. 
Si fissi 4 e si ragioni per ricorrenza su x. 


9. Furzione potenza 


Dato un 4 qualsiasi, si definisce, per un x € N qualsiasi, la fun- 
zione: 
J= x 


1) Studiare questa funzione per 4= 0. (Si converrà che 0° = 1.) 

2) Per 4#0, si definisca y= x in N convenendo che 0°= 0. 

Studiare questa funzione per 4= Il. 

Dedurne che essa applica biunivocamente N su una parte Q,c N. 

In particolare si esamini il caso in cui 4 = tt (Can = insieme 
dei quadrati perfetti). 
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Multiplo di un numero. Divisione 


Studieremo ora l’insieme dei multipli di un numero e una 
nuova relazione fra due numeri naturali; la relazione di divisi- 
bilità. Questa relazione definisce un ordine in N, ma, contraria- 
mente alla relazione d'ordine totale studiata nel capitolo IV, 
questa muova relazione è solo d'ordine parziale. 

Dimostriamo îl teorema fondamentale della divisione eucli- 
dea ed esporremo alcune proprietà di questa divisione che ci 
saranno utili nell'esposizione del calcolo numerico. 


1. Multipli di un numero 


DerIvizIonE. — Dato un numero a, consideriamo la funzione, de- 
finita in N: 
I dx. 
y si chiama multiplo di 4. 


Indichiamo con A, l’immagine di N mediante questa funzione. 
Essa è l’insieme dei multipli di 4. 


Esempi. 
1)4a=0 > y=0 per ogni xe N. Si ha dunque 4= {0}. 
2) a=® > y=x per ogni xEeN. Si ha dunque Ag=N. 


3) a= MN > y=- (Mm). Aun è l'insieme dei numeri pari. 
In generale, per 4 # 0: 


A= £0, 4, (mm), ...,x4,...} 
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2. Proprietà 


Se a #0, da funzione y= ax è crescente. 


Infatti: : - %* 
(a40 e x'<x") > ax <ax" (v. c. VI, P.), 


La proprietà è dimostrata. Osserviamo che si ha anche: 


(a 40 e ax'<ax") > x'<x" (vc. VI, P,). 


[e] vom > + CA I SCA CIV CA a). 


Infatti: 

Sr'eM> Ax, x" e N g=ax' e y'= ax". 
Perciò: i 

1) NS+y" = ax + x") onde y'+y" € A 
2) Se y'>y°, g'— 9° = ale — x" onde y'— y°” € A, 
3) gig = ax ax = alax'x") onde yy EA; 


| P, | Se a#0, ad ogni ye A, corrisponde un solo xe N ale che 
y= ax. 


Infatti: 
(ax' = ax" € a 0) > a/=x" (v.c. VI, Pi). 


3. Divisibilità 


La proprietà (P;) dimostra che la funzione y = ax applica biuni- 


. vocamente N su 4, per 140. La funzione reciproca, che applica 


A, su N, si nota: 
PF 


(74 


Des 
Conviene sottolineare che x esiste solamente se _y è un multiplo 
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LÌ 


di 4. Si dice allora che 4 divide y e si scrive 4| y. Si dice anche che 4 
è un divisore di y o che y è divisibile per a. Il numero x si chiama il 
quoziente esatto di y per a. 


4. Studio della relazione di divisibilità 


Consideriamo clue faggi) mumeri naturali qualsiansi 4 e de 
studiamo la relazione ‘4 divide 4”, indicata con 4]. 


Per ogni 4 e N, abbiamo 


wa <|0 daje. 
Infatti: 
a=t®ìXa > (|< e 4c|a), 
0= 0x4 > @|0. 


Il numero zero non divide altro numero che se stesso. 


(alb e bla) <> a=b. 


Ogni numero è divisibile per se stesso, e quindi 
a=b > (4,5 e bja). 
Reciprocamente 
alb => Hg b=ag, 
bla > dg' a=bg. 


Se ne deduce: «= (49)g', cioè @ = 4(99'). 
Se a40: . 


onde 
q=gq = (v.c. VI, Pe) 


e 


Se 2= 0, si ha 0|6 solo se b= 0, e perciò ancora 4= È. 
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Transitività (alb e bic) > aje 


Infatti: 
alb => Hg b= aq”, 


ble > Hg c=bq' 
se ne deduce che c= 449’, cioè a|<. 


Osservazione. — Da (P;) e (Po) si rileva che 2| è è una relazione d’or- 
dine in N (v.c. I, 8). Si tratta però di una relazione d’ordine parziale, 
poiché due numeri 4 e è sono nella relazione «| è solo se DE A. 


(alb e ala > (ajb+e e a|b—-%) 


(se b> c). 
Infatti: 
alb > bel, 
alc > ced, 
e basta applicare la proprietà (P;). Allora: 
b+ce4, > a|lbto, 
se b>ec, 
b- cell, > a\b—c. 
(alb e cid > dac0|bd). 
Infatti: 
b= aq e d=cq' => bd= agg. 
Se k# 0, abbiamo: 
alb «> kajkb. 
Infatti, poiché 4 #0, risulta: 
b= ag « kb= kag. 
Osservazione. — Nell’insieme dei numeri naturali N* diversi da 


zero, la relazione d’ordine parziale 4 | 4 implica la relazione d’ordine 
totale 4 < .. 
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Infatti, 


(alb e. 4740, b40) > ‘Hlg#0 b=ag. 
Ora 
q> > dqq>Pa. 
Perciò: b > 4. N 


5. Divisione euclidea 


Dati due numeri qualsiansi 4 e è di cui il secondo non sia nullo, 
consideriamo 


Î A:= £0, 5, (mm)b,...,16,...} 

Occupiamoci della parte & di €, definita nel modo seguente: 
xeP + (ed, e x<a). 

P è l’insieme dei multipli di 4 al più uguali ad 4. 


Questa parte <P non è vuota, poiché essa contiene almeno l’e- 
lemento 0. 


È finita perché maggiorata da 4 (v.c. V, teor. 4). 
Ammette perciò un elemento più grande # (v. c. V, teor. 2) 
(1 è l'elemento più grande multiplo di è al più uguale ad 4). 
Poiché # e 4}, esiste un intero g (unico perché £ 34 0) tale che: 
me bg (Proprietà Pi). 
Evidentemente: 
4. Ca bg <a. 
Dimostriamo chefanche 
(g+ m)2 > a. 

Se infatti fosse (9 + @)2 < 4, si avrebbe (9 + I) € PP, con 

(+ m)b = qb + b > qb (perché 434 0) 


e gb non sarebbe l’elemento più grande di . Possiamo dunque 
enunciare il 


; TEOREMA. — Dati due numeri a e b (b 0) esiste uno ed un solo 
intero q tale che: 


bg<a<b(g+ 8). 
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DermmizionI. — Determinare questo intero q, significa effettuare 
la divisione euclidea di a per b. 
a si chiama dividendo, b divisore, e q quoziente euclideo. 


Resto della divisione euclidea. 
Abbiamo: 
bg<za > Hr unico a= bg +r 
a<b(g+) => ba+r<b9g+ò6 > r<b. 


Reciprocamente, se esistono un numero g ed un numero r tali 
che: 
a=bgtr e r< b, 
risulta: 
a=bg+r => «a>bg, 
r<b > ba+r<bg+b > a<b(g+ MM). 


Si ha dunque la seguente equivalenza logica: 


__  _ ——_ nn0_@———.—_———————— ru 


bg<za<bg+wm) <> (a=bgtr e r< bd) 


r si chiama il resto della divisione euclidea di 4 per b. 


Osservazione. — Quando |a, a= bg e per conseguenza r = UV. 
Reciprocamente, se r= 0, 4 = bq e perciò b| a. Perché 6 divida 4, 
è necessario e sufficiente che il resto della divisione euclidea di « 
per è sia nullo. 


6. Proprietà del quoziente euclideo 


Se q è il quoziente euclideo di a per b e se q/ è il quoziente euclideo 
di q per c, q' è anche il quoziente euclideo di a per bc. 


Per ipotesi: 
bg <a <b(g+ MM) 


equeg<eg +). 
Dimostriamo che g' è il quoziente di 4 per de. Abbiamo: 


(1) eq<zq, > beg'<hbq > beg' < a. 
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D'altra parte: 
q<eg'+ mM) > g+m<eg+) 
onde: 
b(g + #8) < be(g' + m) 
e perciò: 


(2) a< be(g' + mM). 
Possiamo riassumere la (1) e la (2), scrivendo 
beg' < a < be(g' + 8) 


che caratterizza il quoziente g' di 4 per be. 


Se qeq' sono i quozienti euclidei rispettivamente di a ed a' per 
b, si ha: 
d'Da > q'>gq 
Partiamo da 
bg<a<b(g+ mM). 
Sia a’ > a. Confrontiamo 4‘ e b(g + mm). Ci sono due possibilità: 
a) a <b(g+) > bg<a<ca'<b(qg+ 8) 


Il quoziente euclideo di 4’ per 4 è ancora g. 


B) a' > b(g + tn). Il quoziente euclideo di 4’ per £ è allora al- 
meno uguale a 9 + mM. 
La proprietà è cosi dimostrata. 


P 
sa Se q_e q' sono î quozienti euclidei rispettivamente di a per b e b', 
si ha: 
b'>b > gq'«<q 
Partiamo dalla: 
bg<za<b(g+ M). 
Se 2< b', risulta 


bg<b'q e bgqg+m)<2(g9+ MM). 
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Confrontiamo 4 e b'g. Si danno due casi. 

a) 2> b'q. Tenuto conto delle relazioni precedenti, si ha 
bg <b'q<a<blg+m)< b'(9+ M). 

Il quoziente euclideo di 4 per ' è ancora g. 


B) a< b'q. Tl quoziente euclideo di 4 per 6’ è al più uguale a g. 
La proprietà è dimostrata. 


Esercizi 


1. Dimostrare che 4] e 4|c > a] be. 
Più in generale, se 4 divide ciascuno degli elementi dell’insieme 
finito: , 
fon, dum, --- an} 


a divide allora il loro prodotto: 
Gudum << | An 
Dimostrare anche che 4 divide la loro somma: 
Gu + amm + >> + dr 


2. Se ar | a”, che relazione esiste tra n e p? 
(Distinguere due casi a seconda che 4 < M Oppure 4 > mn.) 


3. Dati 4 e è qualsiansi, dimostrare che 
LEA, <> MEM 


4. Si considerino due numeri 4 > b; si divida 4 e è per la loro 
differenza, e si confrontino i quozienti ed i resti ottenuti. 


5. Sia P? la parte di IN definita dalla 
(,ypeP > x+ye? e x-JEP). 
a) Dimostrare che 
xeP > xqeP 


per un g e N qualsiasi. 
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b) Se x e y appartengono a +, anche il resto r della loro divisio- 
ne euclidea appartiene a 9. 
c) Indicando con «il più piccolo elemento di 9 — {0}, dimostra- 
re che il resto della divisione per « di ogni elemento x è nullo. 
Dedurne: 
‘ Pi Ma ' a 


6. Qual è il numero più grande che si può aggiungere (o sot- 
trarre) al dividendo, lasciando invariato il divisore, senza che il 
quoziente cambi? 


7. Qual è il numero più grande che si può aggiungere (o sot- 


trarre) al divisore, lasciando invariato il dividendo, senza che il 
quoziente cambi? 
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La numerazione 


CI 


L'insieme dei numeri naturali è dotato delle strutture fon- 
damentali: addizione, sottrazione, relazione d’ordine totale, 
moltiplicazione, divisione euclidea. È logico affrontare a questo 
punto lo studio della numerazione. Ci occupiamo di questa teoria 
in una base b qualsiasi. Facciamo corrispondere ad ogni nu- 
mero naturale una “* figurazione nella base b”° mediante quella 
che chiameremo l'operazione di mettere il numero in cifre o del 
“ cifrare”. Reciprocamente, il decifrare una figurazione, si- 
guifica far corrispondere a questa figurazione un numero natu- 
rale attraverso lo sviluppo di base b. 

In questa corrispondenza biunivoca fra î numeri naturali e 
le figurazioni nella base b, la relazione d'ordine si trasforma în 
una regola d'ordine per le figurazioni analoghe all'ordine lessi- 
cografico. 


1. Fino ad ora abbiamo rappresentato un numero naturale 24 £ 0 
mediante una famiglia d’elementi, ciascuno indicato con Bi, il cui 
cardinale è lo stesso numero 4 (invece di elementi si può parlare di 
unità). La lentezza dei nostri sensi ci costringe a studiare delle rap- 
presentazioni abbreviate dei numeri naturali. Queste rappresenta- 
zioni abbreviate costituiscono la teoria della numerazione. 

Il problema fondamentale della numerazione è il seguente: 

Data una famiglia ordinata e finita di 4 simboli distinti: 


{Uo, Un, Unn, -.., U,-u} 
che raffigurano rispettivamente i numeri 
0O,n,00,....)- 
rappresentare nel modo più semplice possibile ogni numero naturale 


a mediante questi simboli. 
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Già abbiamo dato una soluzione a questo problema in quanto 
possiamo rappresentare con il simbolo & tutti i numeri naturali di- 
vetsi da zero. 

Ma noi cerchiamo delle rappresentazioni concise: supponiamo 


dunque che il cardinale 4 della collezione sia più grande di m. 


Gli elementi U; della collezione si chiamano cifre o figure. Il car- 
dinale » della famiglia si chiama la base del sistema di numerazione. 


Esempi. — Nel sistema decimale, la base è 


e la famiglia delle cifre è: 
{0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8, 9}. 


Nel sistema binario la base vale [mn] e la collezione delle 


cifre può essere {0, 1} o {-, Vv} 0 {-, 1} 
Nel sistema di base 8 la base vale 


e la famiglia delle cifre può essere la seguente: 


{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. 


2. Metodo della numerazione 


La famiglia delle cifre {U,, Un, -.., U;-m} € l’intervallo (0, 
b— #) sono in corrispondenza biunivoca. Si rappresenta ogni nu- 
mero naturale 4 < 6 mediante la cifra che corrisponde ad 4. 

Per esempio, per il sistema decimale,! la rappresentazione è la 
seguente: 


1 Nelle notazioni con indici, che faremo intervenire, utilizzeremo d’ora in poi 
questo sistema per rappresentare i numeri naturali. 
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CEE 
WA LI 4 i DI i i 
L dale e 0 2 3 4 


ti 


1 
4 il 
6 7 


Per tutti gli altri numeri naturali, la rappresentazione consiste nel 
fare corrispondere a ciascun numero naturale una successione di cifre. 
Questa corrispondenza si chiama operazione di mettere in cifre, 
o, brevemente, cifraggio (o cifrazione) del numero nella base b e di esso 


ci occuperemo ora. 


3. Cifraggio di un numero nella base b 


Se 4 < b, avremo cifrato: 4+r, (dove r, è una cifra). 

Se 4 > b, indichiamo con & la famiglia delle unità ma che abbiamo 
assunto per rappresentare naturalmente 4. Da questa famiglia A, 
estraiamo un blocco di 4 unità m. Tale blocco si chiamerà urà/d de/ 
secondo ordine. Ripetiamo quest’estrazione per quante volte è possibile. 
Resterà ora in 9 un numero 2, di elementi inferiori a 5. Noi sappia- 


mo cifrare cy: 
Co > Po 


Contiamo le unità del 2° ordine (blocco di valore 4) che abbiamo 
or ora estratto: 
Se vi è 1 blocco di valore ., cifriamo 4 nel modo seguente: 


a-+1fo 

Se vi sono 2 blocchi di valore è, cifriamo 4 come segue: 
a-+ 20. 

Se vi sono meno di è blocchi di valore , cifriamo con r; il nu- 


mero di questi blocchi e poi cifriamo 4 con 4 + ro (v. fig. 18). 
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Il tratto che soprassegna la successione ordinata di due cifre 
evita ogni possibile confusione con la notazione del prodotto di due 
numeri rappresentati da r, € re. 


MD 


Fig. 18. 


Se nella famiglia .Y vi sono almeno è unità del 29 ordine, estraia- 
mo allora dei blocchi, ciascuno di £ unità del 2° ordine. Tale nuovo 
blocco contiene 5 x 4 = 6? elementi me si chiamerà unità de/ 3° ordine. 

Ripetiamo l’estrazione delle unità del 3° ordine per quante 
volte è possibile. Resta allora un numero e; di unità del 2° ordine in- 
feriore a b. Sappiamo cifrare c,: 


indi ef 


Numeriamo le unità del 3° ordine (blocchi di valore 2). 
Se vi è 1 blocco di valore #4, si cifra: 


a 1lrfo 
Se ci sono 2 blocchi di valore #, si cifra: 
a+ 2rifo ECC. 


Se vi sono meno di 6 blocchi di valore #?, si cifra con r, il numero 
di questi blocchi e 4 con una successione ordinata di tre cifre (v. 


fig. 19): DA 
a>FfSFa 
ALII 
NN its ani a n 
F2 "i Fo 
Fig. 19. 


Se nella famiglia w,, ci sono almeno è unità del 3° ordine, si estrag- 
gono allora dei blocchi ciascuno di % unità ciascuno del 3° ordine. 
Un tale nuovo blocco contiene 5 x 6° = # elementi mi e si chia- 
merà rità del 4° ordine. 
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Ripetiamo l’estrazione delle unità del 4° ordine per quante volte 
è possibile. Resta allora un numero 63 di unità del 3° ordine inferiore 
a b. Sappiamo cifrare ca: 


Co > fa 


. Contiamo le unità del 4° ordine (blocco di valore #?). "n 
Se c'è 1 blocco di valore #9, si cifra: 


a 1ryfo 


Se ci sono 2 blocchi di valori #, si cifra: 


a->2ry,fo  ©€CC. 


Se ci sono meno di è blocchi di valore d,, si cifra con r; il numero 
dei blocchi, ed 4 con una successione ordinata di quattro cifre (v. 
fig. 20). a 


a->fSTiFa 


2ODC-0C-DE 


Fa To 


a+ fafaPo 


Fig. 20. 


Se nella famiglia .Y ci sono almeno è unità del 4° ordine, si e- 
straggono dei blocchi, ciascuno di 4 unità del 4° ordine. 

Ragioniamo ora per ricorrenza. Supponiamo che la collezione 
sia stata ripartita in blocchi rispettivamente di valore b*-1, bn-3, 
..., 0, b, co, mentre i numeri dei blocchi rispettivamente di valore 
br-2,..., 6, b, co sono già stati cifrati CON rn_9, <-..1% 713 Fo 

Se nella collezione «Y, ci sono almeno £ blocchi di valore 4*-!, 
(cioè 4> b x 6-1, ossia 4> b"), si estraggono dei blocchi di 
bx bn-1= b" elementi i partendo dai blocchi di valore 5"-1, e senza 
servirsi degli altri blocchi di valore inferiore. Tale nuovo blocco si 
chiamerà unità dell’(7+ 1)*i"° ordine. Ripetiamo l’estrazione dei 


‘ blocchi 5" tante volte quante è possibile. Resta allora un mumero 


en-1 di blocchi di valore 6-1, inferiore a 4. Sappiamo cifrare c,_1: 


Cn-17® ner: 


Numeriamo i blocchi di valore 4”. Supponiamo che ve ne siano 
meno di £ (cioè a < b x b" ossia 4 < b"+!). Cifriamo con r, il nu- 
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mero di questi blocchi, ed 4 con la successione ordinata di # + 1 


GC] 


dra 0% Sf0 


(v. fig. 21) 


-1-OE-D-A-0 


T_T | — 


Fr, n-1 r, 


A Fan-1°°° 0» 
Fig. 21. 


Riassumendo, per ciascun numero naturale 4 tale che 6" << a<6241, 
si può ripartire la corrispondente collezione we in blocchi di a+ 1 
valori 5", 6-1, ..., b, co, ed il numero di blocchi di valore d' è infe- 
riore a 6 e cifrato con r, (1< i< n), il blocco di valore e, è unico 
e co è cifrato con ro. Si ha cosi per wY la seguente ripartizione: 


fx blocchi di valore bd" , cioè r,b" elementi 
r,-1 blocchi di valore b'-1, cioè r,_9*- elementi M 


0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 è 0 da A 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 000 0 00 00 


r, blocchi di valore È, cioè rb elementi M 
1 blocco di valore ro, cioè ro elementi mM. 
Si ha cosi: 


a=r,b" + ANA ie +--+rabt rn (rn #0) 


espressione che si chiama ‘sviluppo di base b del numero a” e che deter- 
mina il cifraggio di 4. 


4. Abbiamo cosi stabilito l’esistenza di uno sviluppo di base £ di un 
numero 2 (o di una partizione in blocchi della famiglia d) per il qua- 
le esiste un intero m tale che 5" < a < bt! 
Dimostreremo ora due proprietà: 
1) Per ogni numero naturale 47 0 esiste uno ed un solo in- 
tero # siffatto. 
2) Lo sviluppo di qualsiasi numero 4 è unico. 


Teorema 1. — Ad ogni numero naturale a > 0 corrisponde uno ed 
un solo numero ne N tale che: 


bn <Ad< bn41, 
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Sia P, la progressione geometrica: 
Pie {1 è, Piu 
Occupiamoci della parte Q di 2, definita nel modo seguente: 
xel è (xe A . © X<q ad) 


Q è l’insieme dei $ al più uguali ad 4. 

Questa parte Q non è vuota poiché contiene almeno l'elemento 1. 
0 è finita poiché maggiorata da « (v. c. V, teor. 4). 
0 ammette dunque un elemento più grande g (v. c. V, teor. 2). 
Poiché g € P}, esiste uno ed un solo numero naturale a tale che: 


q= b" (v. c. VI, Pio). 


Evidentemente: 6" < 4, poiché gq € Q. 
Avremo anche: 
bt >> a. 
Infatti, se b"+1 < 4, si avrebbe 6*# € 0, con 
brn+1 > b" poiché b>1I (v.c. VI, Pia) 


e 5" non sarebbe il più grande elemento di Q. 
Il teorema è cosî dimostrato. 


TEOREMA 2. — Lo sviluppo di base b di sm numero a è unico. 


L’unicità dello sviluppo di base 4 del numero 4 risulta dal pro- 
cedimento di cui ci siamo serviti per il cifraggio di 4, procedimento 


‘che fa intervenire divisioni euclidee successive con il medesimo di- 


visore b. 

Prima di tutto, per il teorema 1, al numero 4 corrisponde uno ed 
un solo w. Il numero # + 1 delle cifre della figurazione di 4 (o il nu- 
mero dei termini dello sviluppo di base £ di 4) è ben determinato. 

Nell’estrazione delle unità dei diversi ordini, abbiamo dapprima 
effettuato la divisione euclidea di 4 per b: 


(1) a= bg+ fo ro<b. 


La prima cifra a destra della figurazione è r,. Esso è unico. 
Il quoziente euclideo è unico: esso rappresenta il numero delle 
unità del 2° ordine. Nel caso in cui 9, > è, abbiamo diviso 4, per d: 


(2) G= ba +1 ri<b. 
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La seconda cifra a destra della figurazione è dunque unica ed è 
il resto r). Il quoziente gs è unico ed è il numero delle unità del 30 
ordine. 

Nel caso in cui g3 > è, noi abbiamo diviso 43 per d: 


0) Ia= bas + ra | ta<b. 


La terza cifra a destra della figurazione è dunque unica ed è 
il resto @ r,. 

Il quoziente 43 è unico ed è il numero delle unità del 4° ordine. 
Continuando in questa guisa, si arriva ad un’ultima divisione di 
rango # ben determinato dal teorema 1: 


(1) In-13 brx #9 fn Fn-1 < b e fa < b, 


in cui il resto r,_; è unico e rappresenta la penultima cifra a sinistra 
della figurazione ed in cui il quoziente r, è unico ed inferiore a è: 
esso è l’ultima cifra a sinistra della figurazione. (ded : qu vw 1) 


5. Decifraggio 


A ciascun numero naturale 4, noi abbiamo or ora fatto corrispon- 
dere una ed una sola figurazione (o rappresentazione) r,--- 7 
nella base scelta È. 

La figurazione di un numero è una successione ordinata di cifre 
caratterizzate da: 1 


1) La natura delle cifre che la costituiscono. 

2) L’ordine delle cifre. 

3) Il numero delle cifre. 

4) L’ultima cifra a sinistra è diversa da zero (r, #0 pera > 1). 


Decifraggio della figurazione di un numero. 


Decifrare una figurazione ta >>> to nella base b, significa farle corri- 
spondere il numero naturale 


a=rb" +. +ribtbro 
mentre i coefficienti dello sviluppo sono le cifre della figurazione. 


Esempio. — Consideriamo, nel sistema decimale, la figurazione 
72301. Il decifraggio di questa figurazione le fa corrispondere il 
numero naturale: 


a= 704 2084 32+ 0.541 (6 = dieci). 
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Ad ogni figurazione corrisponde cosi uno ed un solo numero 
naturale attraverso lo sviluppo di base è. Il numero 4 e la sua figu- 


‘razione si identificano e si scrive: 


a= Ta ** To 


6. Regola d'ordine delle figurazioni 


Vogliamo ora enunciare una regola d'ordine tra le figurazioni 
determinata dalla relazione d’ordine totale nell’insieme dei numeri 
naturali. Consideriamo due numeri 4 ed 4’ e le loro figurazioni nella 
base è. 


Primo caso. — n > rn (il numero di cifre di 4 è superiore al nu- 
mero di cifre di «'). 
In tal caso: 
br > b” (v.c. VI, P,) 
e perciò 
bn > bt, 


n+ 1 è il numero di cifre di 4, quindi: 
br <a <br. 
m+1èil numero di cifre di a’: 
| Pea pr, 
Di conseguenza 
a'<berr<b<a 


onde 


Riassumendo: 
n>M > a>da. 


Secondo caso. — n= m (il numero di cifre di 4 è uguale al numero 
di cifre di 4’): 
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a) Supponiamo r, > r{. Per il metodo del cifraggio avremo: 
a=r,b" 4 c, 
con e < 6" perché e ha al più # cifre; allo stesso modo: 
i a'=rib +0, 
cone’ < bn. 
Ora 
m>fr > fbribi. 
Moltiplichiamo per &”: 
r,b" > ribr + br, 


Poiché 
a=trb"+c> rp" 


a'= rib4 e' < rin + br (e'< bh") 
se ne deduce per transitività: 
a>d' 
Riassumendo: (r=mer>ri) > a>4. 


) Supponiamo che le figurazioni di 4 ed 4’ abbiano cifre del 
medesimo rango uguali, partendo dalla sinistra fino ad un certo 
indice p: 


Futa fai fij fps: = pa € Fp>fp 
Posto, per la parte comune degli sviluppi di base è di 4 ed 4’: 
d= ryb" + ry-0"14 +. + rp 46941, 


scriviamo allora gli sviluppi di base 4 di 4 ed 4 raggruppando i ter- 
mini di rango # al rango p+1 e i termini di rango p— 1 al rango 
zero: 
a=d+ryb? +e cono ec<bh, 
a =d+rsb9 +e, con e <br 
onde 
a-d=ryb?+e, 
a'—d=rib?+c. 
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Si è ricondotti al caso precedente, sicché, in base ad esso: 


rr>fr > a-d>a —d, 
da cui 
4>ad'. 


Possiamo dunque enunciare la regola seguente: 


Regola d’ordine. 


1) Due figurazioni che non banno lo stesso numero cardinale di cifre 
sono nello stesso ordine di tali cardinali. 

2) Due figurazioni aventi lo stesso numero cardinale di cifre sono 
nel medesimo ordine nel quale si trovano le due prime cifre diverse che hanno 
lo stesso rango a partire dalla sinistra nelle due figurazioni considerate. 


Osservazione: — La regola che abbiamo ora esposto per due 
figurazioni aventi lo stesso numero di cifre si chiama “ ordine lessi- 
cografico ”’. Infatti, in un vocabolario, due parole sono sistemate 
secondo l’ordine definito al 2° comma, e le cifre sono sostituite dalle 
lettere della famiglia che si chiama alfabeto. 


(Vel: quel e 4) 


Esempi nel sistema decimale. 
1) 4a= 7805; a'= 926. 
Il cardinale delle cifre di 4 è 4, quello di 4’ è 3. Si avrà: 

4>5i » asd. 


2) a=7805 e a'="4 962. 


I cardinali delle cifre di 4 ed 4’ sono uguali. 

Confrontiamo nelle due figurazioni, le cifre dello stesso rango 
partendo da sinistra. La prima cifra a sinistra in uno è 7 e nell'altro 
è 4. Avremo: 
7>4 > da4>4d. 


3) a = 286 051; 
a' = 283 973. 


Confrontiamo, nelle due figurazioni, le cifre di stesso rango 
partendo da sinistra. Esse sono uguali per i primi due ranghi. Al terzo 
rango troviamo 6 > 3. Avremo: 


r 


6>3 > a54d. 
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Nella figura 22, abbiamo rappresentato la corrispondenza tra i 
‘ mumeri naturali e le loro figurazioni decimali. 


(4 0 


_ . { figurazioni di 1 cifra 
b_1 9 
b 10 
figurazioni di 2 cifre 
b_-1 99 
b 100 
i ° > figurazioni di 3 cifre 
bb 1 999 
bi 1000 
i 
| . 
Î E) 
br 10...0 (7 zero) 
+ figurazioni di n + 1 cifre. 
bri — 1 99...9 (1+ 1 cifre 9) 
cifraggio 
Certe seririmati) 
decifraggio 
Fig. 22. 
Esercizi 


1. Dimostrare che in qualsiasi base 


| "n 
| ‘>| | 
Ì L_| 
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si ha 
132 = 12 x 11, 
113= 121, 
113 = 1331. 


2. Qual è il cardinale dell’insieme dei numeri di # cifre nella base 
b? Cifrare questo cardinale nella base d. 
Applicazione al sistema decimale con #= 7. 


3. Nel sistema decimale scrivere i numeri naturali da 1 fino a 
br+1 — 1 senza separali. 
1) Dare il numero delle cifre cosi scritte nei casi successivi: 


a=l1; a=2; n=3. 


2) Ragionando per ricorrenza, dare il numero delle cifre cosi 
scritte per un # dato qualsiasi. 

3) In questa successione di cifre, qual è il termine di rango 
1 000 


4, 1) Considerare l’insieme dei numeri con più di 2 cifre nella 
base 5. Qual è il cardinale di questo insieme? Quante volte ciascuna 
delle cifre della base 4 viene utilizzata in questo insieme? (Fare uno 
studio particolare per la cifra 0.) 

2) Ripetere lo stesso esercizio anzitutto per l’insieme delle fi- 
gurazioni aventi al più 3 cifre e poi per quelle con al più » cifre. 


5. Considerare il numero: 


a=rFfyF:Fo 


scritto nel sistema di base 4. Di quanto si aumenta intercalando fra 
r, e ra prima 1 zero, poi 2 zeri, ..., poi # zeri? 
Applicare il risultato al numero 76 548 nel sistema decimale. 


6. In un sistema di base 


b> ; 


considerare tutti i numeri di 3 cifre rappresentati mediante le 3 cifre 
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1, 2, 3. Quanti sono i numeri di questo tipo? Dimostrare che la loro 
somma è un multiplo di 111. 


7. 1) Nel sistema di base 6, qual è la somma dei numeri aventi 
al più 2 cifre? Dimostrare che questa somma è un multiplo di 110. 
2) Più in generale, qual è la soinma totale dei numeri aventi 

al più # cifre. Dimostrare che questa somma è un multiplo di 


11... 100-..0 
(x cifre 1 seguite da #— 1 cifre zero). 


8*. Nel sistema di base £, definire la seguente operazione: ad 
ogni coppia ordinata (4, 4‘) di 2 numeri naturali tali che: 


A=€fy fo d' = °° Po 


si faccia corrispondere il numero naturale, notato 4 « 2’, definito 


da: 


a+a'=ry ris 


riunendo le due figurazioni per formarne una sola. 
(Esempio: a= 273  a'=14 > a*a' =27314.) 
Si convenga di assumere: 
0+xa' = d'. 


1) L’operazione è associativa? È commutativa? 
2) Dimostrare che, per un c € N qualsiasi 


a<ca' > da+xc<a'c, 
a<d' » csaa<ccisa’. 


Dedurne che: 


implicano 
arc<a'*c e caa<caa. 
9. 1) Dimostrare la formula: 


(x + 1)°= x? +2x +1. 
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Applicarla ad x € (1, #=} e sommare membro a membro le # 
uguaglianze ottenute. Dedurne la somma s, degli x € (1, n). 
1 deg 
2) Lo stesso esercizio con: 


(x + 1)°>= 23 + 3x°+3x + 1 


Dedurne la somma s, dei quadrati degli x € (1, n). 
3) Lo stesso esercizio con: 


(+ 1)t= 0464 4594 6x4 4x +1 


Dedurne la somma s; dei cubi degli x € (1, n). 


10. Considerare un alfabeto di lettere ordinate distinte: 


fa, b, €, see 


Indicare con £ il cardinale di questa famiglia. 

Si chiama parola qualsiasi successione ordinata di lettere. 

Quante parole ci sono in una lettera, 2 lettere, ... x lettere? 
Cifrare i risultati nel sistema di base /. 


Indicazione. Riuscirà comodo mettere l’alfabeto ordinato in cor- 
rispondenza biunivoca con l’intervallo (0, f — 1) < N di modo che: 


; gRefB_-1 


az0 b2>1; cz22;... 
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Calcolo numerico 


In questo capitolo esponiamo i principi del calcolo numerico 
di uso corrente în tutti i rami dell'attività umana. Le operazioni 
che ciascuno di noi compie abitualmente fin dai primi contatti 
con il calcolo hanno una spiegazione logica che trae le sue origini 
dalla teoria precedente. 

Un'esposizione assolutamente generale della teoria del cal- 
colo numerico avrebbe un aspetto troppo arduo; abbiamo cer- 
cato di presentare dei principi rigorosi e al tempo stesso di fa- 
cilitare la lettura del testo servendoci molto spesso di esempi 
tratti dal sistema decimale. 


1. Problema 


Dati due numeri naturali a ed a' espressi mediante la loro rappresen 
fazione în una base b: 


LU lA 
d' = Fp... Fo 


trovare le rappresentazioni, rispettivamente della somma a + 2', della dif- 
ferenza a — a', del prodotto aa', del quoziente q e del resto 1 della divisione 
ewclidea di a per a'. 


Cominceremo con lo studiare la divisione euclidea di 4 per 
a' = b?, cioè per una potenza della base. 

Tutti gli esempi di cui ci serviremo saranno scelti nel sistema 
decimale. 


2. Divisione euclidea per una potenza della base 


Sia, nella base d: 


112 


Calcolo numerico 


Cerchiamo le rappresentazioni del quoziente euclideo 9 e del 
resto r della divisione di 4 per b?. 

Supponiamo 4 > b? (altrimenti il quoziente vale 0 ed il resto 2). 
Poiché la figurazione che rappresenta 4 ha #-+ 1 cifre, avremo: 


a < bn41, 


Perciò, per la nostra ipotesi, risulta # > f. Nello sviluppo di 
base del numero <, esiste un termine di rango f che noi mettiamo 
in evidenza: 


a=r,b" + + rgbP + rpabP 34 + ro 
A partire dal rango f mettiamo b? in evidenza: 
a= (re b"-P 4 4 rp]bP + rp_69P 14 +ro. 


Posto: 


GEN Ip (en 0) 
è CF a For 
si ottiene: 
a=q-bP+r, 
con: 
r<h?, 
perché r ha 4/ più p cifre. (Nella seconda rappresentazione 
foi 'olp-1 


può eventualmente essere nullo: in tal caso si conviene di sop- 
primere gli zeri a sinistra di questa rappresentazione se esistono.) 
Il quoziente euclideo è dunque g ed il resto r. Il problema è risolto. 


Si divide la figurazione in due, prendendo le p cifre di destra: 


Regola della divisione euclidea di tn - «- to per D. 


Fn for" 0 > fac? e fp "o 
ta D cifre 
il quoziente euclideo è allora tn <** tp; 


il resto è ”. -.- to (sopprimendo gli eventuali zeri a sinistra). 
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Esempio. — Divisione euclidea di 4 = 81 045 per #* = 1 000. 
Si separano tre cifre partendo da destra. Si ottiene: 


quoziente euclideo = 81 
resto 


45 (sopprimendo lo zero di sinistra). 


3. Conseguenze 


Consideriamo due numeri: 


a=f °° Fo a'=rl--- ro. 
Dividiamo ambedue per b?. Siano g e g' i rispettivi quozienti euclidei. 
Si ha: 


adpa > q >q (v. c. VII, P,;). 


Perciò, se f è inferiore ai numeri cardinali delle cifre di 4 ed 4’: 
. ' 


FAO VIAN. RENE E INMCRE ] 
Fn fo Pn 0 > Fn PIn °F 


| Possiamo dunque enunciare la regola seguente: 


RecoLa. — Non si cambia l'ordine di due numeri naturali sop- 


primendo a destra delle loro rappresentazioni lo stesso numero di cifre. 


I. Addizione 


4. Dati 


a=fy fo © = np 


nella base 6, trovare la rappresentazione, in questa base £, della somma 
a 4 a'. La soluzione di questo problema consiste nel prendere gli 
sviluppi di base è di 4 ed a’ (decifraggio delle figurazioni proposte): 


a=rb" + rr 091 + 0 + rbt ro, 
a'= rybP + -.- + ribtro 


ed applicare, per calcolare 4 + 4’, le proprietà dell’addizione e della 
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moltiplicazione già dimostrate (commutatività, associatività, distri- 
butività). Si può cosf riscrivere 4+ 4’ nella forma: 


ata'= (rt ro) +(m trib +-+ (pt r3)b? 
+ rp 40941 st eeasf r.b". 
Lo sviluppo di base è della somma 4 + a’ che noi cerchiamo, si 
ottiene qui solo se le somme 


riti (0< <p) 


sono strettamente inferiori alla base b. 

Queste somme devono essere conosciute a memoria nel sistema 
decimale; esse sono date dalla tavola d’addizione nella base % (v. 
fig. 23). 

La somma r, + sf supera sovente il numero 5 — 1. Illustreremo 
ora con un esempio la tecnica usata per trovare lo sviluppo di base 
bdia+ a. 


oio 


(i n 
Witt: 


NjIN 


10 11 112 13 14 1511617 


10 0 JA Ul a LU N +. 
i 0:00 
es: 3 
(<>) 


i 


Fig. 23. Tavola di addizione nel sistema decimale. 


Prendiamo 
a=7883 e 4 =549 (sistema decimale). 
Avremo 
a=3+ YW+ 82+ 78, 
a'=94+ 46 + 56, 
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onde 
a+a'=(3+9)+(3+46+ (B+5)2+ 70. 


Applichiamo i risultati dati dalla tavola d’addizione 
(1) 24a'=124+76+138+ 76. 


Non si ottiene lo sviluppo in base £ di 4 + @’ perché certi coeffi- 
cienti superano 9. 
Esaminiamo i termini rango pet rango. 


Rango 0. — Abbiamo: 12=2+ 6. 
Sostituiamo nella (1) associando i termini in .. Si ottiene: 
QC) 4+a'=24+(1+7)6+1308+ 75. 
È questo in principio del riporto sul rango successivo a 1. 
Rango 1. — Abbiamo: 1+7= 8 Perciò: 
(3) ata =2+85+13#+ 75. 
Rango 2. — Abbiamo: 13=3+ b. 
Sostituiamo nella (3) associando i termini in è. Si ottiene: 
ata'=2+85+(3+ 0)68+ 768 = 
(4) = 24 8543484 (1+7)58. 
C'è un riporto sul rango successivo. 


Rango 3. — Abbiamo: 14-7= 8, e lo sviluppo di base £ di 
a + a' è ottenuto: 


ata =2+ 854 35° + 85° = 8 382. 
Disposizione pratica. 


Si pongono le cifre di uguale rango di 4 ed 4’ nella 7833 
stessa colonna. Si fanno mentalmente le somme r,+rf + 549 
aggiungendovi l’eventuale riporto. 8 382 


Osservazione. — Nella tavola d’addizione (v. fig. 23) l’eventua- 
lità del riporto su 9 + 9 impone di costruire la casella supplementare 
19 nell’angolo in basso a destra. 
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5. Principio del riporto 


Nei calcoli numerici che seguiranno, ci troveremo spesso di 
fronte ad una successione di operazioni della forma: 


s= a+ a0+ a+ --- + 4,0", \ 


ove gli 4, sono numeri rappresentati da una o più cifre (come già 
è accaduto nell’addizione di due numeri). Il problema consiste nel 
trovare la rappresentazione di s nella base £. 

Per fare ciò si esegue la divisione euclidea di s per 4. Il resto si 
indica con r,. Il quoziente euclideo s, viene esso stesso diviso da b. 
Si indica ora il resto con r, e si continua cosi di seguito (v.c. VIII, 4). 
Ciascuna divisione ha per dividendo il quoziente euclideo della di- 
visione precedente. 

Facciamo un esempio nel sistema decimale: 


s= 27 + 346 + 56° + 16845. 


Prima divisione: — Cerchiamo il quoziente euclideo s, ed il re- 
sto ”, della divisione di 5 per 4. Per fare ciò, eseguiamo la divisione 
euclidea di 27 per b; 


27= 2647 T7<b. 


Sostituendo, ed associando i termini in è, avremo: 
s= 74 (24 34)5 + 55° + 16889. 


Si dice che c’è un riporto di 2 sul rango successivo. 
Posto 
s,= 36 + 55 + 1688, 
avremo 
s=74+ 5, con 7 < b. 
Il resto è 7 ed il quoziente euclideo s1. 
La prima cifra a destra della rappresentazione di s è . 


Seconda divisione. — Ripetiamo su s, le operazioni che abbiamo 
eseguite su s. Cerchiamo il quoziente euclideo s, e il resto ri della 
divisione di 5, per d. Per ottenerli, eseguiamo la divisione euclidea 
di 36 per d: 

36=35+6 6<b. 
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Sostituendo, avremo: 
si=64+(3+ 5)5 + 1688. 


C'è un riporto di 3 sul rango successivo. 
Posto: 
5= 8 + 1685, 
avremo: 
ss;=36+sb 6<b. 


Il resto è 6 ed.il quoziente euclideo s,. 
La seconda cifra a destra della rappresentazione di s è 


Terza divisione. — Abbiamo trovato: 


ss= 8+ 1685, con 8<b. 


La terza divisione è cosi completa. 


Il resto è 8. Esso è la terza cifra della rappresentazione di s: [8]. 


Il quoziente euclideo è 168, ed è interamente cifrato. 


Per la regola (R,), esso è anche il quoziente euclideo di s per #?. 


Il resto di questa divisione è dunque 867. Abbiamo cosf: 


s= 168 867, 


e la rappresentazione di s è cosf ottenuta. 


6. Addizione di più numeri 
Dati p numeri cifrati 
(f2>3) di, dg 
trovare la rappresentazione della loro somma: 
s=at+43t +4. 


Teoricamente, s è definito come segue: 
Si somma (4, + 43) ed al risultato si aggiunge 43: 


(CA Li 42) + 43, 


e cosi di seguito fino ad esaurire tutti i f numeri dati. 
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Si è cosi ricondotti ad eseguire f — 1 addizioni, ciascuna delle 
quali involge solo su due numeri, e noi sappiamo associare a ciascuna 
di queste somme parziali la sua rappresentazione nella base 4 data. 

In pratica, quando f non è troppo grande, si esegue questa somma 
con una sola operazione. (Un contabile, per esempio, limiterà ) 
al numero delle righe in una pagina del suo registro, ed effettuerà 
un riporto alla pagina seguente della somma parziale ottenuta.) 

Facciamo un esempio nel sistema decimale: 


s= 7285 + 384 + 4389 + 38. —— 


Scriviamo gli sviluppi di base 4= dieci di ciascuno di questi 
numeri. 
7285=5+ 80+ 22° + 7h, 
384 — 44 85 + 308, 
4389= 9+ 85+ 35° + 453, 
38= 8+ 36, 
e poniamo i coefficienti dello stesso rango in una medesima colonna. 
Per le proprietà del prodotto e della somma possiamo scrivere: 


s=(5+4+94+8)+(8+8+8+3)5+(24+3+3)02+(7+4)28. 


Le somme fra parentesi possono essere eseguite mentalmente. 
Occorre naturalmente avere una certa pratica di calcolo mnemonico. 

Abbiamo di nuovo una serie di operazioni del tipo di quelle del 
paragrafo precedente. Si eseguono le somme indicate tra parentesi 
e l'eventuale addizione dei riporti congiuntamente. 


Colonna 0. 5+4+9+8=26=6+ 264. 


La cifra di rango 0 di sè [6]. 


Il riporto 2 si riporta nella colonna successiva (di rango 1). 
Colonna 1. 2+(8+84+8+3)=29=9+ 20. 

La cifra di rango 1 dis è [9]. 

Il riporto 2 si addiziona alla colonna successiva (di rango 2). 
Colonna 2. 24 (+3+3)=10=0+%. 

La cifra di rango 2 di s è [0]. 
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Il riporto 1 si addiziona alla colonna successiva (di rango 3). 


Colonna 3. 1+0+4)=12. 
_ L'operazione è terminata e si ha: 


s= 12096. 


Disposizione pratica. 


4389 Le cifre dello stesso rango si trovano in una medesima 
38. colonna. 


Il. Sottrazione 


7. Il problema è il seguente: dati, in una base 5, 


RESfi data DA ad 


trovare la rappresentazione della differenza 4= 4 — 4’, nella base b. 

Per certi numeri, il problema trova la sua soluzione nella stessa 
tavola d’addizione (v. fig. 23, se si opera nel sistema decimale). Per 
esempio per ottenere la differenza 17— 9, si cerca nella colonna 9 
il numero 17; lo troviamo nella riga 8, e perciò: 


17-9=8. 
In generale, esaminiamo gli sviluppi di base 5 dei numeri « e 4‘; 
a=r,b" +-+ rbt ro, 
a'= rybP 4... +rib+ rn, 


la differenza d= 4 — 4' ci appare come la differenza di due somme. 
Non valgono però qui le stesse proprietà della somma 4 + 4‘, e non 
si può parlare di commutatività o di associatività. Sappiamo tuttavia 
che esiste la distributività della moltiplicazione per la sottrazione 
di due numeri (v. c. VI, P.): 


IP > Mi-z)-ag—-s 
Stabiliremo perciò ora un lemma preliminare che ci sarà in seguito 


utile. 
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(L) LEMMA PRELIMINARE 


Da 
I>R_ € S>X 
discende | RAI 
+) + 2)=0-%)Y+ 0 - 2). 
Infatti 


dar = dd SIo%z+4 
54 >I Cal > Hd' y n Pal + d'. 
Sommiamo membro a membro: 
J+y=+2)t+@+4) > 0+39)-G+z)=4+ 4. 
Ora: 
d=y-%z e d'=y-%. 


Onde il lemma. 


8. Tecnica della sottrazione 


Facciamo un esempio nel sistema decimale: 


a= 17904. a' == 9862. 


Si tratta ora di cifrare la differenza d=- a— d'. 

Dobbiamo eseguire delle divisioni euclidee successive di divi- 
sore è = dieci, in cui il primo dividendo è d, ed il quoziente serve da 
dividendo nella divisione successiva e cosi di seguito fino a che si 
trova una divisione in cui il quoziente è inferiore al divisore b. 

Il cifraggio sarà allora compiuto. 


Prima divisione. — Dividendo 4. Divisore b. 
Cominciamo con l’eseguire le divisioni euclidee di 4 ed 4’ per bd: 


a=ab6+4 con a,=1790 


Regola R,). 
gi alb + 2 a = 986 ( egola 1) 


Evidentemente: 
4, > di (Regola R,). 
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Allora 
d= (ab +4) — (0+ 2), 
con 
4>2 e (a>a > abba) 
Possiamo dunque applicare il lemma (L), e otteniamo: 
d= (ab— ab) + (4-2). 
La differenza 4—2= 2 si ricava dalla tavola. La distributi- 
vità permette di scrivere: 
d= (a — a;)b +2. 
La divisione euclidea di d per è è fatta. Il quoziente è: 


di = da, — 4;. 
Il resto è 2. È la prima cifra a destra di d: | Z | 


Seconda divisione. — Dividendo d,, divisore b. 
Ripetiamo per: 
a,=1790, ai=986 e 4d,=24,- af 
quanto già abbiamo detto per 4, a’, d. 
Seguiamo le divisioni euclidee di 4, e 4; per b: 
ai= ab+0 cono 4,= 179, 
ar= ab + 6 sue 8. 


Avremo: 
4, > 49 (Regola R.). 
Quindi: 
d,= (ab +0) — (456 + 6). 


Si osservi che 0 < 6. Per poter applicare (L), aggiungiamo £ 
ai due termini della differenza d,; questa non cambia (v.c. IV, P.), 
ed abbiamo: 


d= [ab + (+0) — [+ 1)0 + GI. 
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Associamo dè a 0 in age dba gina. 
È questo il principio del riporto sul rango successivo di a’. Abbiamo 
ora: 
b+0>6 
e anche 
ag>i1+4,, poiché 179> 99! 
Applichiamo il lemma (L): 
di= la — (a + 1) + [0 +0) — 6] 


(b + 0) —— 6 è dato dalla tavola. Si trova: 


i 
Il quoziente euclideo è 


di= d,— (2,4 1). 
Terza divisione: — Dividendo 4,, divisore b. 
Ripetiamo per 
ag = 179 e 1+a,= 99, 


quanto già abbiamo detto per 4 ed a’. 
Eseguiamo le divisioni euclidee di 4, e 1 + «3 per b: 


a, = ab +9 a= 17 
> a; Regola R,), 
lpoivaghpo ST gi enna 


onde 


di= (ab +9) — (ab +9). 
Abbiamo 9 > 9 e 435 > a3b. Applichiamo (L): 
di = (a — a3)b + (9-9). 


1 Questa verifica ha luogo nell’esempio considerato. Nel caso generale se si suppone 
ar < 1 + 43’ si ottiene 4, < 4’ contrariamente all’ipotesi; si ha dunque, e, > 14 43°. 
(Si veda l’esercizio 11.) 


123 


I numeri naturali 
Le differenze: 
9-9=0 e 4-4=17-9=8 


si ricavano dalla tavola. 
Il resto 0 della terza divisione dà la terza cifra 


[o] 


Poiché il quoziente euclideo 8 è inferiore a È, il cifraggio è ter- 


minato. L’ultima cifra è 


d= 8042. 


Avremo: 


Disposizione pratica. 


In ciascuna colonna si pone il resto corrispondente; 17 904 
gli eventuali riporti si eseguono mentalmente e l’ultimo _3_B62 
quoziente è rappresentato dall’ultima cifra a destra. 8 042 


III. Afo/tiplicazione 


9. Il problema è il seguente. Dati in una base £, 


G=fn fn d'=r. 


trovare la rappresentazione in questa base del prodotto 4’. 
Se si considera lo sviluppo di base 4 del numero «a: 


a=r,b"+ 0 + rbt ro 


le proprietà della moltiplicazione (distributività rispetto all’addizione, 
associatività e commutatività) consentono di scrivere: 


aa' = (a'r.)b" + <.< + (a'r)b + (a'ro). 


Possiamo scomporre il problema nel modo seguente: 
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1) Moltiplicazione di un numero e’ per una cifra r,,: 
Fm > (d'fm) 


2) Moltiplicazione di un numero (4°) per una potenza b* 
della base pR 
ber» (ar). 


3) Addizione dei termini ottenuti: 
(4°7)b" (0< m< n). 


Occupiamoci separatamente di questi problemi cominciando dal 
più semplice. 


1) Moltiplicazione per una potenza della base. 


Dato 4= r,... ro nella base 5, qual è la rappresentazione, in 
questa base, di 46"? 
Il quoziente euclideo di 4h" per 6” è 4; il resto è 0. Per la regola 


‘(R,) abbiamo: 


Pac. ro=r,... 190... 0. 


Ì 


I ZETO 


La figurazione associata ad 44” si ottiene aggiungendo w zeri 
alla destra della figurazione associata ad 4. 


2) Moltiplicazione per un numero di una cifra. 


Dati 


dash € d'aeP4Ab, 
consideriamo lo sviluppo di base 4 del numero a: 


a=r,b" +... +rb+ ro 


‘ Avremo 


aa' = (er) + 4 (er)b + (ero). 
Abbiamo bisogno di conoscere i prodotti rr, di due numeri 


inferiori alla base, ed essi ci vengono forniti dalla tavola di moltipli- 
cazione. 
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1 numeri naturali 


Nel sistema decimale questa tavola si deve sapere a memoria. 


6 7 8 


ciocolo 
Una fai 


AE 


Fig. 24. Tavola di moltiplicazione nel sistema decimale. 


Eseguiti i prodotti rr,, ci imbattiamo nuovamente in un problema 
già risolto (v. par. 5). 
Facciamo un esempio: 
a=7982 e da =4; 
avremo: 
a=7R+960+856+ 2, 
aa' = (4 x 7) + (4 x D+ (4.x 8)5 4 (4 x 2). 


La tabella di moltiplicazione dà: 
aa' = 285 + 360° + 325 + 8. 


Applichiamo allora il metodo del paragrafo 5; troveremo suc- 
cessivamente: 
aa' =8+2b4 (36 + 3)62 + 284? 
= 84 256+ 9%? + (28+ 3) = 31928. 


Disposizione pratica. 


Il prodotto di due cifre e l'eventuale addizione del 7982 
riporto si eseguono contemporaneamente. x 4 

31928 
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3) Caso generale. 


Posto: 
a=7982 e «a = 364, 


da quanto abbiamo precedentemente detto 
a =4+ 66434 


aa' = (7982 x 4)+ (7982 x 6)b + (7982 x 3)b?. 
Per il 2) e l°'1) 


7982 x4 = 31928 
b(7 982 x 6)= 478920 
(7 982 x 3) = 2 394 600 
onde aa' = 2905 448 
(eseguendo l’addizione). 7982 
X 364 
Disposizione pratica. 31 928 
Gli zeri che vanno aggiunti alla destra dei pro- 47 892 
dotti parziali non si scrivono: si lascia uno spazio 23 946 
vuoto. 2 905 448 


IV. Divistone 


10. Il problema è il seguente: dati, in una base b, 


asia © Stato 


trovare le rappresentazioni, in questa base, del quoziente euclideo 
q e del resto r della divisione di 4 per 4°: 


a=d'qt 7, 
r<a'. 


Cominciamo col determinare il numero di cifre del quoziente g. 


Numero di cifre del quoziente. 


Determiniamo il numero # + 1 delle cifre di g. Esso è carat- 
terizzato da: 


(1) bm <q <br. 
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Il quoziente g è caratterizzato da: 


(2) a'qeRa<a(g+1). 

Avremo: 
a) i br <cg > a'b’<a’q > a'br<a. 
B) qui > qui<pmi > @9+1)< PUTTESI 
e a<a'(qG+1)<d'b1 >  a<a'br*. 


In definitiva, si avrà: 
(3) a'h» < a < a'br41, 


Reciprocamente, dimostriamo che dalla (2) e dalla (3) discende 
la (1): 


a) aa > a'bm<a’(g+1) > b<q+1 
e b<q+1 > << gi; 
8) acari > aqua > quer. 
Avremo perciò: 
i b» < q < bm+1, 
Il numero di cifre del quoziente è dunque caratterizzato dalla (3). 
Esempio. — a= 17859  a'=948 (sistema decimale). 
Cerchiamo un w tale che: 


948 bm < 17 859 < 948 bm+t1, 


Si trova facilmente: 
9 480 < 17 859 < 94 800. 


Quindi 7 + 1= 2. Il numero delle cifre del quoziente è 2. 


° | RegoLA. — // numero di cifre del quoziente è il numero minimo di 
zeri che bisogna porre alla destra del divisore per ottenere un numero stret- 
tamente superiore al dividendo. 
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11. Tecnica della divisione 


A. Il quoziente ba una sola cifra. 


Per certi numeri il problema è risolto dalla tavola di moltipli- 
cazione (v. fig. 24). Per esempio, per ottenere il quoziente euclideo 
di 54 per 8, si cerca nella colonna 8 il numero 54. Troviamo: 


48 < 54 < 56. 


Il numero 48, immediatamente inferiore a 54 nella colonna 8, 
si trova nella riga 6. Il quoziente euclideo è dunque 6. 


Facciamo due esempi di divisione il cui quoziente abbia una 
sola cifra. 


Primo esempio. 


a= 2168 a'= 872. 


Il quoziente ha una sola cifra perché 8 720 > 2 168. 
Questa cifra si determina per tentativi successivi. 
Sostituiamo: 


a' = 872. con a;= 800. 
Supponiamo che g' sia il quoziente di 4 per 4; ed avremo: 
l'ad + 489 (v.c. VII, Pa). 


Calcoliamo 9’; osserviamo che 41 = 8 x 100, e applichiamo la 
proprietà del quoziente di 2 168 per il prodotto 8 x 100 (v. c. VII 
P,o) :g' è il quoziente di 21 per 8. 

Dalla tavola di moltiplicazione si ricava che g'= 2, e perciò: 

q<2. 


Proviamo il più grande di questi numeri g, ossia 2: 


872 x 2=1744< 2168. 


Il quoziente cercato g è dunque 2. 
Il resto è: 


r=a— a'q= 2168 — 1744 = 424. 
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Secondo esempio: 


a=4245  a'=872. 


Il quoziente 9 ha una sola cifra che si determina per tentativi 
come abbiamo fatto precedentemente. 

Sia g' il quoziente di 4 245 per 800, cioè di'42 per 8. 

Dalla tavola si rileva che g'= 5 e di conseguenza g < 5. Pro- 
viamo 5. 


872 x5=4360>4245. 


5 è troppo grande. Proviamo 4 


872 x 4= 3488 < 4245. 


Dunque 9= 4. 
Il resto è: 
r= 4245 — 3488 = 757. 


Disposizione pratica. 

| Si eseguono al tempo stesso la moltiplicazione 4'9 e la sottra- 
zione 4 — d'q: 

2168 | 872 4245 

424|20 757 


Primo esempio 


872 
4 


Secondo esempio 


B. Caso generale. 


a ed a' sono qualsiansi (4 > 4’). Indichiamo con (C;) l'insieme 
delle condizioni: 


(C,) al 


r<oa'. 


Sappiamo determinare il numero 7 + 1 delle cifre del quo- 
ziente. Vi sono dunque #4 1 cifre incognite w, < b(0<i< m) 


QU, i Un 


In questa figurazione le cifre sono munite di indici in modo di- 
verso. Gli indici crescono nell’ordine in cui noi otterremo le cifre. 


130 


rotante eat sini 


Calcolo numerico 


Cifra so. — Posto 
q= 4h" + gy, 


con 


Gr = U 0 Uh < > 


(41 < b® perché g, ha non più di wr cifre). 
Sostituiamo in (Co): 
a=d'(u+ qa) +7 


r<a' 


cioè 
a= (a’b)u + a'qg+r 
r<a'. 


(4) 


Il quoziente di 4 per a’ è g. Il quoziente di g per W è 4,. 

Il quoziente di 4 per (4'5") è dunque % (v.c. VII, Po). 

La relazione (4) indica allora che 4‘9,+r è il resto di questa 
divisione. 

Per la A, sappiamo determinare x. Posto allora: 


ag=a— (a'b")u, 
avremo 
a,=d'g,t+r 
(C:) A 


r<a'. 


Siamo ricondotti ad un problema analogo al problema iniziale, 
con a, in luogo di 4, g, in luogo di g, e 4’ e r invariati. 4, si chiama il 
primo dividendo parziale. 

La ricorrenza è chiara. Essa è limitata al numero #w + 1 delle 
cifre da determinare. Si arriva finalmente a: 


Coefficiente u,,: 


(Ca) am= d'Gm +7 


r<a' 


e quest’ultima divisione ha un quoziente g,, di una sola cifra #,,. Il 
resto r della divisione iniziale è uguale al resto r di quest’ultima di- 
visione: 

r= Am d'Gn 
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I Esempio. — Posto a= 216 854 ed 4'= 872, il quoziente 9 ha 
i tre cifre poiché: 
87 200 < 216 854 < 872 000. 
Si ha cosi: 
oh Ge HglUz. 


Cifra u,. — È il quoziente di 4= 216 854 per: 
a'b8= 872 bè. 


Dividiamo « per 22: il quoziente euclideo si ottiene trascurando 
due cifre alla destra di 4. Si trova 2 168. 

#o è il quoziente di 2168 per 872. 

Siamo ricondotti ad A, 1). Abbiamo trovato: 


#= 2 resto = 424=2168—2 x 872. 
Il primo dividendo parziale è quindi: 


a,=a— (dB) un= 216860 +54— (au)? 
= (2168 — 2 x 872) 6° + 54 = 424 b* + 54. 


In questo calcolo si ‘abbassa ” 54 (v. disposizione pratica). 


Cifra u.. — È il quoziente di 4, per a'b. 

Dividiamo 4’ per è; il quoziente 4 245 si ottiene trascurando 4 
alla destra di 4,. (È per questa ragione che nella disposizione pratica 
si “abbassa ”” di fatto una sola cifra.) 

4, è il quoziente di 4 245 per 872. 

Siamo ricondotti ad A, 2). 

Abbiamo trovato 4, = 4 ed il resto = 4245 — 4 x 872 = 757. 

Il secondo dividendo parziale è 


ag = a, — (a'b)u,=4245b5+4— (4 x 872) 6 
= (4245 —4 x 872)5+4= 7576+4=7 574. 


Si “ abbassa ” l’ultima cifra 4 del dividendo iniziale. 
Cifra ,. — È il quoziente di a, per 4’. 


Dividiamo 7 574 per 872, cioè 75 per 8. Troviamo 9-che è troppo 
grande; proviamo con 8 e questo va bene. 4, = 8 e: 
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Calcolo numerico 
r=7574—8 x 872= 598. 
Il quoziente è 9= 248. 


Disposizione pratica. 
216 85418 72 ) 
a,+ 4245 {248 
ag > 7574] 4944, 
r= 598 


Esercizi 
1. Costruire la tavola d’addizione e di moltiplicazione nella 
base 5. Eseguire in questa base, le operazioni seguenti: 


1234 + 2341 + 3412 + 4123 
43 210 — 1 234 
412 x 304. 


2. Scrivere nel sistema decimale i seguenti numeri: 


7204 base otto 
3241 base cinque 
4315 base sei. 


3. Scrivere successivamente nei sistemi di base cinque, sci e otto 
il numero la cui rappresentazione decimale è 798. 


4. Un numero si scrive 303 nel sistema di base otto. In quale 
base si scrive 523? 


5. Risolvere, nel sistema decimale, l’equazione: 


xeN, yeN 4231=713x+y. 


6. Nella divisione euclidea di 13 708 per 726: 


a) Qual è il numero più grande che si può aggiungere o to- 
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gliere al dividendo (lasciando inalterato il divisore) senza che il 
quoziente cambi? 

. Db) Qual è il numero più grande che si può aggiungere o to- 
gliere al divisore (lasciando inalterato il dividendo) senza che il 
quoziente cambi? 


7. Nel sistema di base otto, qual è la somma totale dei numeri 
che non hanno più di due cifre? Dare il risultato nel sistema di base 
otto e nel sistema decimale. 


8. Determinare le cifre a, b, c, 4, e, nel sistema decimale, in guisa 
che risulti 


3 x 1abede = abedel 


9. Nel sistema decimale, calcolare la somma dei numeri dell’in- 
tervallo (1; 1000). 


Stessa domanda nel sistema di base otto per (1; 1000). 


10. Risolvere, nel sistema decimale: 


a) x|{x +8 
b) x—1|x+ 13 (x € N) 
c) x— 5|3x+ 17 
11*. Sottrazione. 
Riprendiamo la tecnica della sottrazione: 
SE A PE | 
Supponiamo che 
Fo > fo > fia Fr-> Fbi 
e che 
ri <rk (k < p) 
Posto allora: 
dk = Ta 200 Tk 
di = 4 SE) ri. 
1) Dimostrare che 
4, > di. 
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Calcolo numerico 


2) Dimostrare che: 
d=a- a'= (0 dit + (rr + + (re_ 16). 
3) Posto che di = 4, — 4}, sappiamo che r; < rj. 
Si divide 4, e «i per b: 


ar= dg dA ra, 
ai = day, + b+ ri. 

Dimostrare che: 
dr:1 P1+ 041 


12. Un numero naturale 4 è raffigurato nel sistema binario: 


(1) a=fa «Po (r; cifre del sistema binario) 


e nel sistema di base otto: 


(2) a=%U, --. Ho 


(4, cifre del sistema di base otto). 


1) Dimostrare che, per passare dalla figurazione (1) alla fi- 
gurazione (2), basta raggruppare tre per tre le cifre di (1) e rappresen- 
tare nel sistema di base otto ciascuna figurazione di tre cifre binarie 
cosi ottenuta. 


Applicazione. — a= 100 000 100 001 000 100 101 nel sistema bi- 
nario. Dare la figurazione di 4 nel sistema di base otto. 
2) Studiare il problema inverso: per passare dalla figurazione 
(2) alla figurazione (1), basta sostituire ciascuna cifra di (2) con la 
sua figurazione binaria, aggiungendo se necessario degli zeri, in modo 
che ciascuna di queste figurazioni abbia tre cifre binarie. 


a= 76543 e  e= 724160. 


Raffigurare 4 e c nel sistema binario. 


Applicazioni : 


a 


Capitolo decimo 


Congruenze 


Definiremo in N, una relazione d'eguivalenza detta “ con- 
guunza modulo n”, che dividerà N in classi d'equivalenza, 
chiamate “* classi modulo n”. 

Questa relazione facilita considerevolmente lo studio dei 
caratteri di divisibilità, che esporremo nel capitolo seguente. 

Essa permette inoltre di prendere un primo contatto con 
delle strutture fondamentali dell'algebra moderna: la struttura 
di gruppo e quella di anello. 


1. Definizione 


Sia n wn dato numero naturale diute diverso da gero. Se la divisione eu- 
clidea di a per n dà lo stesso resto della divisione euclidea di b per n, si dice 
che a è congruo a b modulo n e si indica: 


a=b (mod n). 
Esempio. 


La divisione di 12 per 5 dà per resto 2. 
La divisione di 27 per 5 dà per resto 2. 
Si ha dunque: 


12=27 (mod 5). 


Caso particolare. Se n= 1, la divisione di qualsiasi numero na- 


turale per 1 dà per resto 0. Si ha dunque che 4= è (mod 1) per 4 e 
b qualsiansi. 


2. Proprietà 


La relazione di congruergga è una relazione d’equivalenza. 
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Infatti: 
a) è riflessiva: a=a (mod n) (è evidente); 
b) è simmetrica: <= (mod n) > b= a (mod n). 
(È ancora evidente.) 
c) è transitiva: 
a=b e b=ec (mod n) > a=c (mod n) 
adi : ; le 
i tanto le divisioni euclidee di 4 e è per #, quanto 
ene di 5 e c per n danno lo stesso resto, questo resto 


è il medesimo per le tre divisioni e di conseguenza è il resto della 
divisione euclidea di 4 e c per #. 


i si î rio e suff- 
Affnché due numeri siano congrut modulo n, è necessa uff 


ciente che la loro differenza sia multipla di n: 
(a> b) a=b (mod rn) * a- be A, 
1) Cominciamo col dimostrare: 
a=b (mod n) > aT-bedy 
Eseguiamo le divisioni euclidee di 4 e è per #; i resti sono uguali: 


a=Qtf 


È r<n 
= ig + r. 


Poiché da 4 > b discende g > g', sottraendo membro a membro 


i ha: : 
vi a—-b=h(q— gd’), 


ossia: 


a- beMAM, 
2) Dimostriamo infine: 


a-bcA, > asb (mod n). 


Abbiamo: 
a- bel, > HER a-h=hnk. 
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Eseguiamo allora la divisione euclidea di 4 per #: 


b=nqgt+r e r<n. 
Se ne deduce: 


G 


a=b+nk=n(G+k)+r e r<m. 


r è dunque anche il resto della divisione euclidea di 4 per # e 
perciò: 
a= b (mod n). 


3. Problema 


Dati a e n, risolvere lax= 2 (mod n). 


Sia r il resto della divisione euclidea di 4 per n: 
a=hngtr e r<sn. 


Il problema consiste nel cercare tutti i numeri naturali x per i 
quali la divisione euclidea di x per # dà per resto r. La soluzione è 
immediata: 


VRKEN x=r4+ kn 


(il quoziente £ è scelto arbitrariamente). 
L'insieme delle soluzioni è: 


{r, rta, r+ 29, r+3a,..., rt+4n,...} 


e si chiama ‘ progressione aritmetica di primo elemento r e di ra- 
gione x ””. Ogni elemento diverso dal primo si deduce dal precedente 
addizionando a quest’ultimo la ragione #. 


Il numero « si trova evidentemente in questo insieme e corri- 
sponde all’elemento r + gr; essendo g il quoziente euclideo della 
divisione che abbiamo precedentemente eseguito per ottenere r. 


4. Classi residue modulo n (n>1) 


La relazione d’equivalenza «== £(mod w) divide l’insieme dei 
numeri naturali N in classi d’equivalenza (v. c. I, 7). 
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Congruenze 


Per un a € N qualsiasi, esistono, nella divisione euclidea di 4 
per #, ” resti possibili, poiché r < n. Questi # resti costituiscono 
l'intervallo 


(0, n_1)= (0, 1, 2,3,...,m- 1}. 


Per il risultato del paragrafo precedente, ogni numero naturale 

è ; sd, 
x è congruo (mod n) ad un numero r di questo intervallo. L'insieme 
dei numeri congrui a r si chiama classe residua modulo n e si indica con f. 


Pat rbt, ...s rt kn, :..}. 


Dalla partizione dell’insieme N in classi residue modulo # si 
ottengono le seguenti classi. 
Classi dei numeri congrui a 0: 


0=0, n, 25... ka, ...}. 


Questa classe coincide con l’insieme A, dei multipli di #. 
Classi dei numeri congrui a 1: 


1=-{1, 1+s 1+25,... 14 £2,...} 
Classi dei numeri congrui a 2. 
2=- (2, 2+n, 24 2n,..., 2+4,...} 
e cosi di seguito fino alla classe dei numeri congrui a x — 1 (mod n): 
a i=fn—1, (n-1)+n, (1-1)+29,..., (1-1) +41, ...}. 


Osservazione. — Se il numero a è congruo a r, cioè se 4 E F, SI 


può anche scrivere 
d= f, 


e si legge ‘ classe di 4 uguale a classe dir”. 
Si dice che 4 è stato scelto per rappresentare la classe. 


Esempi. — 1) Classe residua modulo 2. 


Nella divisione euclidea di 4 per 2 ci sono due resti possibili: 


0 e 1 


Ci sono due classi residue (modulo 2): 
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D= 0, 2, 4,6,..., 24,...} 
1=-{1,3,5,..,1+24,...} 


La classe 0 è l'insieme dei numeri pari. 
La classe Î è l’insieme dei numeri dispari. Abbiamo: 


duiI=N. 


2) Classi residue modulo 5, i 
Nella divisione euclidea di 4 per 5 ci sono 5 resti possibili: 


{0, 1, 2, 3, 4}. 

Ci sono 5 classi residue (modulo 5): 
D= {0, 5, 10,..., 54... 

1= {1, 6,11,....1+54,... 

7, 12,...,, 2+ 54... 

3= {3, 8, 13,...,3+54,.. 
9, 14,...,4+ 54,. 


. 
el I n 


Si ha: 
duiuzu3U4=N. 
5. Operazioni sulle congruenze 
Addizione. 


TrorEMA l. — a=="d' 
b= b' 


1) Cominciamo a dimostrare il teorema per b = d', cioè: 


a=a' (mod n) > a+b=d'+ (mod n). 


Possiamo assumere 4 > a’. Per ipotesi, applicando (P.), si ha: 


a-a' A, 
Ora: 
a— a' = (a+ b)— (4' + bd). 


(mod n) > a+b=d'+ b' (mod »). 


Congruenze 
Applicando ancora (Pa) 2 
(a+ b) — (a' + be A, 


at b=a'+ (mod n). 


incroci 
a sr 


2) Dimostriamo @ UOPÒ il teorema 1. Applicheremo due 
volte il risultato che abbiamo or ora ottenuto. 
Aggiungendo b ai due termini della prima congruenza si ha 


a=d° (moda) > d@+ b=a'+b (mod n). 
Aggiungendo «' ai due termini della seconda congruenza: 
b=b' (mod n) > 4d+ b=a' +" (mod n). 

Per transitività se ne deduce: 
a+b=a' +0 (mod n). 
Moltiplicazione. 


TEOREMA 2. — a=d' 


ba (mod n) > ab= a'b' (mod n). 


1) Cominciamo col dimostrare il teorema per b= b', cioè: 
a=a' (mod n) > @6= a'b (mod n). 

Possiamo assumere 4> 4%; applichiamo (Pò): 

a- ad Ax 
Se ne deduce, per un È qualsiasi: 

ba a) CAn € ba — ba' € A, 
Applicando ancora (P.), si ottiene: 
ba= ba' (mod n). 


2) Per dimostrare il teorema 2, applicheremo due volte il ri- 
sultato testé ottenuto. 
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Moltiplicando per è i due termini della prima congruenza:. 


, 


a=a' (moda) => ab=a’6 (moda) 


Moltiplicando per e’ i due termini della seconda congruenza: 


b=b' (mod n) => dab=4a’6 (mod n) 
onde, per transitività: . 
ab=a'b' (mod n). 
Elevazione a una potenza ita 
TeorEMA 3. — Per un x € N qualsiasi, si ha: 
a=b (mod n) => ea°=b5% (mod n). 


Dimostriamo questo teorema per ricorrenza. 
La proprietà è evidente per x=0 e x= 1. 


Dimostriamo che, se è vero per x, è vero anche per x + 1. 


Applichiamo la ricorrenza, supponendo che: 
a=b (mod n) 
az= b* (mod n). 
Dal teorema 2; si ottiene: 
a-at=b- bb" (mod n), 
cioè 
artt = b*41 (mod n). 


La proprietà è dunque vera per x € IN qualsiasi. 


6. Algebra delle classi residue modulo n 


Indichiamo con C, l’insieme delle classi modulo #. C, è un in- 
sieme finito, con x elementi: 


Cy=40, i PR n 1}. 


Definiremo in questo insieme due operazioni, che chiameremo 
ancora addizione e moltiplicazione. 
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Congruenze 


Definizione dell’addizione di due classi. 
Associamo a due classi è e D di Cn sona classe di Co, chiamata somma di 


—_ 


ae be indicata con 1+ È, definita da: i 
4+b=a+b. 
“ La somma delle classi di a e b è la classe dia +b”. 
Esempio. — Nel modulo 5 abbiamo: 
3+3=7=), poiché 7=2 (mod 5). 


Questa definizione non dipende dai rappresentanti scelti per le 
classi 4 e 5. Infatti: 


a=i e b=b) > a +b =a+b (Teorema 1). 


L’elemento neutro dell’addizione è la classe 0. 
L’addizione delle classi è associativa e commutativa come quella 
dei numeri naturali. 


Tavola d’addizione. 


La tavola d’addizione in C, contiene # righe ed # colonne ed in 
essa intervengono tutti gli elementi di C,. Nella figura 25 sono rap- 
presentate le tavole d’addizione in C; e in Cx. 

La simmetria rispetto alla diagonale principale [quella che attra- 
versa la casella (0, 0)] illustra la commutatività dell’addizione. 


I LA NI PI DI 
UT E DI NI I DI 


Tavola di addizione in Cs Tavola di addizione in Cs 


Fig. 25. 
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Definizione della moltiplicazione di due classi. 
A due classi e D di È. sides una classe di Cn, chiamata prodotto 
di a e B, indicata con © - b e definita da: 
4.h= db. 
“ Il prodotto delle classi di a e b è la classe del prodotto ab”. 
Esempio. — In Cyg abbiamo: 


4.3-12-7, poiché 12=2 (mod 5). 
Questa definizione è indipendente dalle rappresentazioni scelte 
per le classi di 4 e b. Infatti: 


2-1 e b=b > db=ab (Teorema?) 
L'elemento neutro della moltiplicazione è la classe Î. 
La moltiplicazione è associativa, commutativa e distributiva rispetto 
all’addizione delle classi. 


Tavola di moltiplicazione. 


Nella figura 26 sono rappresentate le tavole di moltiplicazione 
in Coe Ce 

La simmetria rispetto alla diagonale principale illustra la com- 
mutatività della moltiplicazione. 


2 4 5 
0 :0:0:0:0:0 

3 4\0:+:204 
o rin 


Tavola di moltiplicazione in C; Tavola di moltiplicazione in Cy 


Fig. 26. 
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Congruenze 
7. Problema 


Date due classi î e D di Cn, trovare una classe x di C, tale che: 
b+s=d 


Cominciamo col dimostrare che, se la classe & esiste, essa è unica. 
Infatti: 


b+ta=b+# > b+x=b+x. 


Se x > x', se ne deduce: 


(b+x)— (60+x)e 4 
donde: 
x-x' e Mn 
ossia 
xx" (mod n), 
vale a dire: 
=. 


Se dunque, la soluzione esiste, essa è unica. 
Vediamo ora se il problema ha una soluzione: 


Primo caso. — b< a. — La differenza 4 — b esiste. Dimostriamo 
che #= 4— 5 è la soluzione. Abbiamo infatti: 


b+a-b=b+(a-b)=d. 


La soluzione unica è dunque: 


kX=a— b. 


Secondo caso. — b > a. — Possiamo supporre che i rappresentanti 4 
e 6 delle classi date 4 e È siano strettamente inferiori al modulo #, 
in quanto l’addizione delle classi è indipendente dai rappresentati 
scelti per queste classi: 


a<ch<uan. 
Osserviamo allora che 
atn>b 
e che 
at+tn=d. 
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Si ha pertanto la seguente equivalenza logica: 
b+a=d3 + b+&=a+rn, 


e si torna cosi al primo caso. 
La differenza 4-+ n— b esiste, e la soluzione unica è: 


a=(a+n-B. 
TEOREMA 4. — L'equazione 
zeC, b+%=%d 
ammette una ed una sola soluzione qualunque siano le classi a € b di Gr 
Questa soluzione si indica con: 
z=d4-L. 
In particolare, per un 4 € C, qualsiasi, esiste una ed una sola classe 
d' € C, tale che: 
i+a'=0. 


La classe 4’ si chiama l’opposta della classe 4. 


Esempi. 


1) Ritornando alla tabella d’addizione in Cy (v. fig. 25), osser- 


viamo che 0 compare una ed una sola volta in ciascuna riga (o cia- 
scuna colonna). Perciò le opposte di 


0,1,23,4 


sono rispettivamente 


0, 4,3,2,1. 


2) Con un'osservazione analoga sulla tavola d’addizione in C6 
(v. fig. 25) si rileva che le opposte di 


0,1, 2,3,4,5 
sono rispettivamente: 


0, 5,4,3,2,1. 
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8. Struttura di gruppo 


Consideriamo un insieme G sul quale sia definita un’operazione 
che, ad ogni coppia di elementi 4 e è di G, fa corrispondere un ele- 
mento « di G indicato con: 


axb=c. 


(L'operazione si dice inferma perché il composto € appartiene a G.) 
Si dice che questa operazione definisce su G una struttura di gruppo 
se verifica simultaneamente le tre condizioni seguenti: 


1) È associativa: 


(ax b)*c=a*(b*ce). 
2) Possiede un elemento neutro e: 


a*xt=e*@Q==> dd, 


3) Ad ogni ae G corrisponde un opposto a e G definito da: 
axd' = d'xa= e. 


‘ Osservazioni. — 1) Si vede facilmente che né l’addizione né la 
moltiplicazione definiscono una struttura di gruppo su N. Per cia- 
scuna di queste due operazioni, sono realizzate solo le due prime 
condizioni e non la terza. 

Per l’addizione dei numeri naturali, la relazione 


at a'=0(c,a'e N) 


non fa corrispondere alcun numero naturale 4’ al numero 4 #0 
(v.c. III, Pi). 

Per la moltiplicazione, la relazione 24' = 1 non fa corrispondere 
alcun numero naturale 4’ al numero 4341 (v.c. VI, P,). 

2) AI contrario, l’addizione delle classi modulo # definisce in C, 
una struttura di gruppo, e le tre condizioni sono cosi realizzate (la 
terza condizione si ricava, come abbiamo visto, dal teorema 4). 

Si dice che C, è un gruppo additivo perché è l’addizione che gli 
conferisce la struttura di gruppo. Poiché l’addizione è commutativa, 
si dice che C, è un gruppo commutativo (0 anche un gruppo abeliano). 

Poiché l’insieme C, è finito si dice che C, è un grappo fintto. 

Il numero » degli elementi di C, si chiama ordine del gruppo. 
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9. Struttura danello 


Verifichiamo, sulla figura 26, se la moltiplicazione definisce su 


Cs o Gy una struttura di gruppo. l 
Già sappiamo che la moltiplicazione delle classi in C, è associa- 

tiva, ed ammette un elemento neutro 1. Le due prime condizioni 

del gruppo sono dunque realizzate per la moltiplicazione in C,. 


1) Esaminiamo il caso n= 5 (v. fig. 26). 

Eliminiamo la classe 0, cioè la prima riga e la prima colonna 
della tavola di moltiplicazione. Resta la tavola in C; — {0}. 

In questa tavola notiamo che la classe 1 interviene una ed una 
sola volta in ciascuna riga o in ciascuna colonna. 

Ad ogni classe 740 di GC, corrisponde dunque una classe 
a' #0 di GC; tale che: 

a.a'=I. 


3' è la classe opposta alla classe 4 per la moltiplicazione. 
Quando si tratta della moltiplicazione conviene dire, inversa 
invece di opposta. Osserviamo che le inverse di 


4-1, 2, 3, 4 


sono rispettivamente 


a -+-1,3,2,4. 


Cs— {0} è dunque un gruppo commutativo, moltiplicativo e 
finito. 

2) Esaminiamo il caso n= 6 (v. fig. 26). 

Eliminiamo la classe 0, cioè la prima riga e la prima colonna della 


tavola. Resta la tavola in GC, — {0}. 
Su di essa, possiamo constatare due fatti: 


a) la classe Î non interviene in ogni riga e in ogni colonna; 
la moltiplicazione in Gy — {0} non verifica la terza condizione del 
gruppo, e non si ha quindi un gruppo moltiplicativo. 

b) La classe © interviene ancora, anche dopo l’eliminazione 
della prima riga e della prima colonna. Esistono dunque delle classi 
non nulle il cui prodotto è nullo. Per esempio: 


peda=0, 
4.3=0. 
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Congruenze 


Non cercheremo per il momento in quali condizioni la molti- 
plicazione in C, definisce una struttura di gruppo.! 
Osserviamo tuttavia che per un # qualsiasi, C, è dotato di due 
operazioni interne, addizione e moltiplicazione, la prima delle quali 
definisce su C, una struttura di gruppo commutativa, mentre la se- 
conda gode di proprietà che definiscono su C, una struttura di anello. 


Definizione della struttura d’anello. 


Consideriamo un insieme A nel quale siano definite due operazioni do- 
tate delle seguenti proprietà: 
1) La prima operazione, derotata con a * b, definisce su A una 
struttura di gruppo commutative. 
2) La seconda operazione, dezotata con a + b gode delle seguenti 
proprietà : 
a) È associativa: 


(ab) c=a- (bc). 
b) È distributiva a sinistra e a destra rispetto la prima: 


a-(bac)= (a-b)*(a-c), 
(bxce)a= (b-a)*(c- a). 


Le due operazioni definiscono in A una struttura d’anello. 


Conviene rilevare esplicitamente che la seconda operazione non 
ammette necessariamente un elemento neutro e non è necessaria- 
mente commutativa. 

Quando questo elemento neutro esiste, si dice che 4 è un anello 
a elemento unità. 

Quando la seconda operazione è commutativa, si dice che A 
è un anello commutativo. 

Le proprietà dell’addizione e della moltiplicazione in €, che 
abbiamo visto, per un # qualsiasi, definiscono in C,, una struttura 


.d’anello commutativo con elemento unità. 


1 Vedremo nell’esercizio 8 del capitolo XIV che C, — {0} è un gruppo moltipli- 
cativo soltanto se # è primo. 
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Esercizi 


1. Quali sono i resti possibili della divisione di #* per 5(a € N)? 
Quali sono i resti possibili della divisione di w° per UR 


2. Dati a e è qualsiansi, dimostrare che uno dei numeri a, b,a+b, 
a— bè divisibile per 3. Se ne deduca che 4b(a° — 8?) è divisibile per 3. 


3. Dimostrare che ad ogni numero 4 dell’intervallo (0, p — 1 
corrisponde uno ed un solo numero dell’intervallo (,s+p-1 


tale che: 
(per n e p dati). 
Se ne deduca che: 


a) Il prodotto di f numeri consecutivi è multiplo di p. 
b) Se p è dispari, la somma di ) numeri consecutivi è mul- 
tipla di p. 


a=b (mod p) 


4. Periodicità dei resti delle divisioni euclidee per un numero fisso p 
degli elementi di una progressione geometrica. 

Dati: 

P= {1, 4, a°,...,4%, ..} e p>L 

indichiamo con r, il resto della divisione euclidea di 4" per f (1, < ?) 
e con A l’insieme dei resti r,. 

1) Dimostrare che R < (0, p — 1). Se ne deduca che AR è fi- 
nito e che il suo numero cardinale è al più uguale a p. 

2) Dimostrare che, per n, # qualsiansi, si ha 

Fa'Sm=fntm (MOd P). 

3) Esaminare il caso particolare 2= 4, p = 11. 

Costruire l’insieme R. Dimostrare che i resti r, ricorrono pe- 
riodicamente. 

Rifare la dimostrazione per il caso generale. 


4) Qual è il resto della divisione euclidea per 11 di ciascuno 
dei seguenti numeri: 


4733; quei; 7384; 1184. 
5. Per un qualsiasi ” > 0: 
en — 2n e 32041 + 2042 
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sono divisibili pet 7, 
Zan + 26n-6 
è divisibile per 11. 


| 6. Costruire la tavola di moltiplicazione delle classi modulo 8. 
Dimostrare che esiste in C, un 240 e un 5 £0 tali che: 


a-b=0. 


Cs— {0} è un gruppo moltiplicativo? 

Generalizzando, dire a quale condizione deve soddisfare l’in- 
tero # affinché, in C, esistano due classi non nulle il cui prodotto 
è nullo. 


l 7. Costruire la tavola di moltiplicazione in C,. 
Dimostrare che C,- {0} è un gruppo moltiplicativo. 


Si 8. Precisare le dimostrazioni della commutatività, dell’associa- 
tività e della distributività, per l’addizione # + è e la moltiplicazione 
d - 6 di due classi di C,. 


9. Sappiamo che, per una qualsiasi classe 4 € C, esiste una ed 
una sola classe 4’ € C, tale che 4+ 3'= 0. 

L’opposta 4’ di 4 si indica (— 4). 

Dimostrare ciascuna delle relazioni seguenti per 4, b, éeC, 
qualsiansi. 


+ (- b)=4-B, 
3+(-b)+(-0)=d- (+ è), 


d = hi (- 2h), 
{> 4) -b= {- ab), 
-9-(-9=% 
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Capitolo undicesimo 


Criteri di divisibilità nel calcolo numerico. 
Divisori di un nunzero 


Sia dato un numero naturale mediante la sua figurazione 
nella base b. Il problema di riconoscere se esso è divisibile per 
m, senza eseguire la divisione, fornisce — una volta risolto — 
un “ carattere di divisibilità per m”. Studieremo questo pro- 
blema per una base b qualsiasi e per certi numeri m. 

La costruzione dell'insieme dei divisori di un numero na- 
turale è una questione che ba sempre appassionato gli studiosi 
dell’aritmetica. In questo capitolo daremo un primo metodo di 
costruzione, nel quale intervengono le nozioni più elementari. 
Esporremo un altro metodo nel capitolo XIV. 


1. Problema 


Dati due numeri naturali a e m nel sistema di numerazione di base b, 
riconoscere se a è divisibile per m. 


In generale si esegue la divisione euclidea di 4 per rr. 

Per certi valori semplici di 77, tuttavia, è possibile rispondere a 
questo quesito senza eseguire la divisione. Per far questo ci si serve 
di regole dette “ criteri di divisibilità ”, che ora studieremo. 

1 valori scelti per wr sono: 


la base 4 e le potenze di b, 

i divisori di d e le potenze dei divisori di P, 
il numero b— 1 e i suoi divisori, 

il numero 5 + 1 e i suoi divisori. 


Cominciamo col dimostrare il seguente lemma: 
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2. (L) Lemma (cambio di modulo) 


LA 


(djm e a=a' (mod m) > da=2d (mod 4). 


Osserviamo che 


dim => 4g m= dq. 


Per conseguenza, ogni multiplo di # è un multiplo di 4, ciò che 
si scrive: 


Ma Cc Ma 


D'altra parte, 


r 


a=a' (mod 2) + @a-d'€ Am 
onde . 
a- d'E Aa; 
cioè 
a=za' (mod di). 


3. Criterio di divisibilità per una potenza bP della base 


Sia a il numero dato mediante la sua rappresentazione r, --* ro 
nella base 4. Applichiamo la regola (R;) del capitolo IX, 2: 

Se p < n, il resto della divisione euclidea di 4 per 6? è Pai >< Fo 
e quindi: 


(mod b?). 


fnt** fo Tp-17%° To 


Affinché 4 sia divisibile per 5, è necessario e sufficiente che il 


resto ri <** fo sia nullo, cioè: 
r=f= 0 = Fp-13 0. 
Possiamo dunque enunciare: 


CRITERIO DI DIVISIBILITÀ PER bP. Affinché un numero a sia divisibile 
per b®, è necessario e sufficiente che le p cifre di destra della sua rappresenta- 
gione nel sistema di base b siano degli zero. 


Esempio. — In qualsiasi sistema di base 6 > tre, il numero 1 300 
è divisibile per 100 = #2. 
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' 


4. Criterio di divisibilità per un divisore d di b 


divisore 
Consideriamo il caso in cui la base è sia dotata di un walere d 


diverso da b e da 1. Questo accade per esempio nel caso del sistema 
decimale in cui la base dieci ha due divisori 2 e 5. 
Sia 4 il numero dato mediante la sua rappresentazione nella base b. 


Il resto della divisione euclidea di 4 per è è ro: 
a=%o (mod 5). 
Poiché d|, applichiamo il lemma (L); si ha: 
a=fo (moda). 
Possiamo enunciare il 
TeorEMA 1. — // resto della divisione euclidea di un numero a per un 


divisore della base b è uguale al resto, per questo divisore, della divisione della 
prima cifra a destra della rappresentazione di a in questa base. 


Applicazione al sistema decimale. 


Nel sistema decimale, la base ha due divisori interessanti 2 e 5. 
Si ottiene la seguente regola: 


Il resto della divisione euclidea per 2 (0 5) di un numero a, è lo stesso 
resto, per 2 (0 5) della prima cifra a destra della rappresentazione decimale 
di a. 


Criterio di divisibilità per un divisore d di ». 
Affinché un numero a sia divisibile per un divisore d della base b, è 


necessario e sufficiente che sia divisibile per A la prima cifra a destra della rap- 
presentazione di a in questa base. 


Applicazione al sistema decimale. 


1) 4 è divisibile per 2 soltanto se la sua rappresentazione de- 
cimale termina a destra con una delle cifre dell’insieme: 


{0, d; 4, 6, 8}; 
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2) 4è divisibile per 5 soltanto se la sua rappresentazione decimale 
termina a destra con una delle cifre dell’insieme: 


{0; 5}. 


5. Criterio di divisibilità per una potenza do di vm divisore d di b 


Sia 4= ry--- ro nella base d. 


Il resto della divisione euclidea di 4 per 22 è ry_, -** fr, ottenuto 
prendendo le p cifre di destra della rappresentazione di 4. Abbiamo: 


“= fora (mod br). 
Per la proprietà (P,) del capitolo VII, abbiamo: 
db => db. 


Applicando il lemma (L); si ottiene: 


AZ=F--1°%° fo (mod 4dP). 
Possiamo dunque enunciare il seguente teorema che generalizza il 
teorema 1: 


TEOREMA 2. — // resto della divisione di un numero a per la potenza 
dr di un divisore della base, è lo stesso della divisione per A” del numero rap- 
presentato dalle ultime p cifre di destra della figurazione di a în questa base. 


Applicazione al sistema decimale. 


1) p= 2. Applichiamo quanto abbiamo detto precedentemente 
ai quadrati 4 e 25 dei divisori 2 e 5 della base dieci. Si ottiene la se- 
guente regola. 


Il resto della divisione di un numero a per 4 (o 25) è uguale al resto 
della divisione per 4 (0 25), del numero rappresentato dalle ultime due cifre 


‘ di destra della rappresentazione decimale di a. 


2) p=d. 
Abbiamo 2*= 8 e 53= 125. Vale la regola seguente: 


Il resto della divisione di un numero a per 8 (0 125) è uguale al resto 
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per 8 (0 per 125) della divisione del numero raffigurato dalle ultime tre cifre 


di destra della rappresentazione decimale di a. 


Criterio di divisibilità per d> (djb). 


Perché un numero a sia divisibile per una potenza d? di un divisore d 
della base b, è necessario e sufficiente che sia divisibile per dP il numero rap- 
presentato dalle ultime p cifre di destra della rappresentazione di a in b. 


Applicazioni al sistema decimale. 


1) Divisibilità per 4. — Affinché un numero sia divisibile per 4, è 
necessario © sufficiente che la sua rappresentazione decimale termini a destra 
con l’una delle seguenti figurazioni di due cifre: 


{00, 04, 08, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36,..., 96}. 


È sufficiente ricordare le figurazioni fino al 36 (date dalla tavola 
di moltiplicazione) ed aggiungere loro 40 o 80 per ottenere le se- 
guenti. 


2) Divisibilità per 25. — Affinché un numero sia divisibile per 25, 
è necessario e sufficiente che la sua rappresentazione decimale termini a destra 
per una delle seguenti figurazioni di due cifre: 


{00, 25, 50, 75}. 


3) Divisibilità per 8. — Perché um numero sia divisibile per 8, è 
necessario e sufficiente che la sua rappresentazione decimale termini a destra 
con una delle seguenti figurazioni di tre cifre: 


{000, 008, 016, 024, 032, 040, 048, 056, 064, 072, ..., 992}. 


Basta scrivere le figurazioni fino a 072 (date dalle tavole della 
moltiplicazione) ed aggiungere loro dei multipli di 80 per avere le 
successive. 


4) Divisibilità per 125. — Perché un numero sia divisibile per 100; 
è necessario e sufficiente che la sua rappresentazione decimale termini a destra 


con una delle seguenti figurazioni di tre cifre: 


{000, 125, 250, 375, 500, 625, 750, 875}. 
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6. Criterio di divisibilità per b —1 e per i divisori di b—1 
Consideriamo lo sviluppo di base 4 del numero dato 4: 
a=to +rb tr +. + rp". 

Partendo da: : 
b-1=0 mod (6-1), 
applichiamo le regole d’operazione sulle congruenze dimostrate nel 
capitolo precedente. Aggiungiamo 1 ai due termini: 
b=1 mod (6— 1). 
Eleviamo i due termini alla potenza qualsiasi f: 
br =1 (mod (b- 1). 


Moltiplichiamo i due termini per il coefficiente r, di db? nello svi- 
luppo di 4. 


(1) rgbr=r, mod (b— 1). 


Scriviamo le 1 + 1 relazioni (1) facendo percorrere a ) i numeri 
dell'intervallo (0, #) 
fo Fo 
rb=r, 
r,b°=r, mod (b— 1) 


PT TE REI 


e aggiungiamo membro a membro queste n 1 congruenze: 


robrab+ ra + + rnb= ro tra tra tota mod (6— 1) 


‘cioè 


a=ro bri +ra +-+ mod (6— 1). 
d\b-4) , 
Osserviamo che, se , in base al (L), si ha anche: 
a=fo+ritrat occ +%n (mod 4). 
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Possiamo dunque enunciare il 


TEOREMA 3. — // resto della divisione di un numero a per b— 1 (0 
per un divisore di b — 1) è uguale al resto della divisione per b— 1 (0 per il 
suddetto divisore di b — 1) della somma delle cifre della rappresentazione 
di a nella base b. 


Applicazione al sistema decimale. 


Nel sistema decimale, b— 1= 9. 
Esiste d’altra parte un divisore di 9 diverso da 9 e 1: esso è 3. 
Si ottiene dunque la regola seguente: 


Il resto della divisione di un numero a per 9 (0 3) è uguale al resto della 
divisione per 9 (0 3) della somma delle cifre della rappresentazione deci- 
male di a. 


Esempio. — Resto delle divisioni di 1 247 per 9 e per 3. Abbiamo: 


1247=1+2+4+7=14=1+4=5 (mod9o0 mod 3). 
Il resto della divisione di 1247 per 9 è 5. 
Il resto della divisione di 1247 per 3 è 2 (5=2 mod 3). 


"0 epagesa 


Affinché un numero a sia divisibile per b — 1 (0 per un divisore dib — 1) 
è necessario e sufficiente che la somma delle cifre della rappresentazione di a 
nella base b sia divisibile per b — 1 (0 per il suddetto divisore di b — 1). 


Applicazione al sistema decimale. 


Affinché un numero a sia divisibile per 9 (0 per 3) è necessario e sufi 
ciente che la somma delle cifre della rappresentazione decimale di a sia di- 
visibile per 9 (0 per 3). 


7. Criterio di divisibilità per b + 1 e per i divisori dib + 1 


È interessante notare che 4-+ 1 si scrive 11 in ogni base .. 
Cominciamo con lo stabilire due relazioni che ci saranno utili in 
seguito. Osserviamo che: 


(2) b+1=0 mod (5 + 1). 
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Moitiplichiamo i due termini per d— 1: 


(+ 1)6-1)=0 mod (2 + 1). 
&-1=0 mod (2+ 1). 
bB=1 mod (6 + 1). 
Eleviamo i due membri alla potenza pf: ih 
(3) br=1 mod (b+ 1). 
D'altra parte, moltiplicando per 4°? i due membri di (2) si ha: 
bep+1 4 ber= 0 mod (5 + 1), 
e, tenendo conto della (3), si ottiene: 
(4) brr +1=0 mod (+ 1). 


Applichiamo ora la (3) e la (4) allo sviluppo di base £ di a: 
a=tfo+rib+ ra + 0 + nb". 


Moltiplicando i due termini della (3) per il coefficiente fap di b?? 
ed i due membri della (4) per il coefficiente r,,,; di 62?+! in tale svi- 
luppo, si ottiene: 

(5) FabPP= Fa, 


(6) Fap 4102941 + Fap41 0 


mod (5 + 1). 


Le congruenze differiscono a seconda della parità dei ranghi 
delle cifre della rappresentazione di 4. Si ha cosf, successivamente 


fo=Fo 
rb+ri=0 
rob? i Fa 
rbt + ra nai 0 
rbt=r, 
ro + ry= 
e cosi di seguito fino a: 
1) Se x è pari, rb"=tr,; 


2) Se n è dispari, r,06"+r,=0. 
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In ambedue i casi sommiamo membro a membro. Nel primo 
membro compare lo sviluppo di base b del numero 4 aumentato 
della somma s' delle cifre di rango dispari, e nel secondo membro 
la somma s delle cifre di rango pari. 

Qualunque sia la parità di x, risulta: 


at+s'=5 mod (b + 1). 
Se la differenza s— 5’ esiste, se ne deduce: 
a=s—s' mod (5 + 1). 


Se la differenza s— s’ non esiste, si aggiunge a s un multiplo 
conveniente di b-+ 1 (v.c. X, 7) e si ha: 


a=s+k6+1)—s mod (b + 1). 
Si osservi che, se 4 è un divisore di è + 1 (evidentemente diverso 
da 6 +1 e da 1), si applica il lemma (L) e si ottiene: 
a=ss—s' (mod d). 


Possiamo dunque enunciare il: 


TEOREMA 4. — // resto della divisione di un numero a per b + 1 (0 
per un divisore di b + 1) è lo stesso resto della divisione, per b +1 (0 per 
il suddetto divisore), della differenza fra la somma delle cifre di rango pari e 
la somma delle cifre di rango dispari della rappresentazione di a nella base 
b (se questa differenza non esiste, si aggiunge un conveniente multiplo di b + 1 
al suo primo termine per renderla possibile). 


Applicazione al sistema decimale. 


Nel sistema decimale, non esistono divisori di 11 diversi da 11 
e da 1. Il teorema 4 nel sistema decimale può applicarsi pertanto 
solo a 1l. 

Cerchiamo per esempio il resto della divisione di 17 894 per 11. 

La somma delle cifre di rango pari è: 


s=44+8+1= 13. 
La somma delle cifre di rango dispari è: 


s=9+7= 16. 


Criteri di divisibilità nel calcolo numerico 


| La differenza s — s’ non esiste. Rendiamola possibile aggiungendo 


11 al primo termine: 
| (13+ 11) — 16= 8. 


Il resto della divisione di 17 894 per 11 è dunque 8. 

a 
Criterio di divisibilità per b +1 (0 per sm divisore di b + 1). 
Affinché un numero sia divisibile per b + 1 (o per wn divisore di b + 1) 


è necessario e sufficiente chè sia divisibile per b + 1 (0 per il divisore suddetto) 
la differenza fra le somme delle cifre di rango pari e di rango dispari della 


rappresentazione di a nella base b. (Ved . q> DR 1) 
Esempio. — Nel sistema decimale, dato: i 
a= 583 825, 

si ha: 


s=5+8+8=21, 
s=2+3+5= 10, 
s-s=21—10= 11, divisibile per ll. 


Dunque 4 è divisibile per 11. 


p 8. Prove della moltiplicazione e della divisione 


Consideriamo la moltiplicazione: 


a-d= p. 
Se 
a=a', d=d', p=P (mod w) 


per le regole d’operazione sulle congruenze abbiamo: 
a-d=) a'd'=p' (mod n). 


Una prova che la moltiplicazione è esatta è dunque data dalla 
verifica della congruenza che ne consegue. 
Analogamente, consideriamo la divisione euclidea: 


a=dg+r r<d. 
Se: 


Li 


a=a', d=d', qg=g, r=r (mod wr), 
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abbiamo 
a=dg+r => da =d'qg'+r (mod n). 


Una prova che la divisione è esatta è dunque fornita dalla veri- 
fica della congruenza che ne consegue. 

Prendiamo, per 4’, d', p', g', r', i resti rispettivi di 4, d, p, gf, 
nella loro divisione euclidea per wm. 

La scelta di wr deve soddisfare alle condizioni che 

1) questi resti si calcolino rapidamente. 
2) intervengano tutte le cifre delle rappresentazioni di 4, 
- d, dp, q, . 

Possiamo assumere per #7 tanto 6 — 1 che 5 + 1, essendo d 
la base del sistema in cui si effettua l’operazione. 

La prova per 5 + 1 ha sulla prova per 5— 1, il vantaggio di 
tenere un po’ conto dell’ordine delle cifre, ma lo svantaggio d’essere 
d’applicazione meno semplice nel calcolo numerico. In generale si 
sceglie 6 — 1. 


Prova per 9 nel sistema decimale. 
1) Consideriamo la moltiplicazione 4381 x 524 = 2 295 644. 
Nel modulo 9, abbiamo: 


4381=7 e 524=2, 
4381 x 524=7 x 2=5 
2295 644=5. 


La prova è riuscita: la si dispone nel modo seguente: 


resto di 4 


4 
7 
resto di 24 — 5 5 « resto di v2) 


2 
t 


resto di d 
2) Consideriamo la divisione euclidea: 


1084 947 = 2024 x 536 + 83. 
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Abbiamo, nel modulo 9: 


2024=8 e 536=5 
2024 x 536+ 83=8 x5+2=6 
1084 947 = 6. 


La prova è riuscita; la si dispone nel modo seguente: 


resto di d 


{ 
8 


resto di dg + r—>6 6+ resto di « 


5 


Î 
resto di g. 


Divisori di un numero 


9. Definizione 


Ricordiamo la seguente definizione: 


Se esiste un numero naturale y tale che xy = a, x è #n divisore di a 
e si scrive x| a: 
x|a > ID xy=a 


Dato un numero naturale 4, l’insieme dei divisori di 4 si indica 
2 (0) 
x|a > xe D(a). 
Per esempio: 


a=0 D0)= N= {0, 1, 2, 3, ...}. 


Tutti i numeri naturali dividono zero. 


a=1 D(1)= {1} 
a=2 D2)= {1, 2} 
a=3 23)= {1, 3} 
a=4 D(A)= f1, 2, 4}. 
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In generale, per 4 > 1, D (a) contiene almeno due elementi 1 e 4. 

D'altra parte, se 47 0, (a) non contiene l'elemento 0, perché 
zero divide solo se stesso. 

Nella teoria dei divisori di un numero, si scarta il numero 0 
e si considera l’insieme 


N*={1,2,3,...,#, suli 


Questo semplifica molto la teoria dei divisori, tanto più che se si 
scarta lo zero, la relazione di divisibilità implica la relazione d'ordine: 
(a, be N* e bja) > b<a, 


(v. c. VII, 4. Osservazione). 


10. Proprietà di D(a) 


Per ae N*, D(c) è finito. 


Infatti xe Pc) > x<4d. 

Inoltre ila a e Dc o.) 

(a) ammette un elemento più grande che è 4. 
P(1a) è dunque finito. 


Dato a in N*, la funzione 


è Assia 
x 


è definita in D(a) ed applica biunivocamente D(a) su se stessa 
Abbiamo indicato con 
a 


x 


il quoziente esatto di 4 per x se e soltanto se x |a (v. c. VII, 3). La 
funzione 


ST 


x 
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è dunque definita in D(4) e solamente in D(4). Abbiamo: 
(xe Da) ec = s) > xy=4d. 


Perciò anche y è un divisore di 4: € 2 (4). 

La funzione prende dunque i suoi valori in 2 (2). 

Reciprocamente, ogni y e (4) è l’immagine di uno ed un solo x 
di (4) poiché, per la commuitatività del prodottd* nella relazione 


| 3y= a, x € y hannolo stesso ruolo. La funzione 


_ a 
IT 


è dunque una corrispondenza biunivoca tra Da) e se stesso. 


a 
La funzione y= — è decrescente. 
» 


Dimostriamo infatti che: 


a 


a 
(x, x'ePD(a) ce x >x) > <a 


EA 
Siano y' e y” le immagini rispettive di x' e Pl 


Abbiamo: 


x > x > aly” > xy” 


(molt. per y”). 
Sostituendo x” con x'y'. Si otterrà: 
xy” > x'y' 


da cui y" >y' (v. c. VI, P,). 
La proprietà è cosî dimostrata. 


11. Costruzione di D (a) 
La proprietà (P,) facilita molto la costruzione di D(4): 
xe) è = 1 e 20). 


* Me di L des 
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Assumiamo come x i numeri naturali successivi di : 
N*= {1, 2,3, 4,...} 


aiutandoci, se si darà il caso, con le regole di divisibilità esposte 


precedentemente. Se non fosse possibile applicare queste regole, si. 


esegue la divisione euclidea. 
Una volta trovato un divisore x di 4, se ne ottiene al tempo 
stesso un secondo 
VET 


de 


quoziente esatto di 4 per x. 


Esempio. — a= 48. 


Partendo da 1, saggiamo i numeri naturali che scriveremo su 
una prima riga. Ogni volta che un numero x di questa riga di- 
vide 2, scriveremo il quoziente esatto corrispondente y nella riga 
di sotto. 


x 1 23 4% 6 X 
8 


y. 48 24 16 12 


Se un numero della prima riga non divide 4, lo sbarriamo (5 
e 7 vengono cosi eliminati). 

In questo esempio non val la pena di continuare con i ten- 
tativi dopo il 7, poiché troviamo il numero 8 nella riga sotto come 
appartenente a D(48). 

Ci siamo cost accertati di avere ottenuto tutti i divisori al più 
uguali a 7. Dimostriamo ora che qualsiasi altro divisore (almeno 
uguale a 8) è scritto nella riga di sotto. 

Infatti, ad ogni divisore y > 8 corrisponde un divisore x per: 


xy = 48 
35>8 > 29>8x 
48>8x > 6>x 


e sappiamo che ogni divisore x < 6 è scritto sulla prima riga. 
L’insieme dei divisori di 48 è perciò: 


(48) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48}. 
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Esame del caso generale. 


Per costruire (4), costruiamo contemporaneamente due di 
queste parti D, ce Da tali che: 


Pi U D,= Da). i 
Consideriamo il sistema: 


(1) xy=a 
(2) x< y. 


Tutti i numeri x, y che lo soddisfano costituiscono evidentemente 
(a). Indichiamo con P, l'insieme delle soluzioni in x e con Di 
l’insieme delle soluzioni in y. Avremo: 

Di U PD, cnr D(a). 

Inoltre per la xy= 4, P, e Pa sono in corrispondenza biunivoca. 

P non è vuoto: contiene almeno il numero 1. 

9; è finito essendo parte di #(4) finito. 

9P, ammette quindi un elemento più grande 7. 

A questo elemento più grande rr corrisponde in PD», mediante la 


a 
DIFF 
De 
l'elemento più piccolo f di P,, perché la funzione è decrescente. 
Abbiamo: 


mp=a@ 


MI Sp. (vedi da cha 


Tra w e f (se m# p) non ci sono altri divisori di 4, perché al- 
trimenti w non sarebbe l’elemento più grande di PD, e p l'elemento 
più piccolo di D,. 

Per costruire P(4), si costruiscono simultaneamente D, e Wa. 

9, si costruisce saggiando successivamente gli elementi di N* 
nell’ordine naturale. 

3, si ottiene contemporaneamente mediante la corrispondenza 
biunivoca: 


e, per la (2): 


a 
Upea 
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Sappiamo che l’elemento più grande w di D, si ottiene quando, 
tra # ed il suo corrispondente p in D,, non ci sono altri divisori di 4. 


Osservazione. — PD, e Da sono in genere disgiunti; hanno un 
elemento in comune quando w= ), nel qual caso 


mì = a. 


Si dice che 4 è un quadrato perfetto (v.c. XII). 
Reciprocamente, se 4 è un quadrato perfetto: 4= w?°, il sistema: 


xy=4 € X<&J 


ammette la soluzione x = y= m e w è al tempo stesso l’elemento 
più piccolo di D, e l'elemento più grande di P,. Si può dire che: 


Perché un quadrato sia perfetto è necessario e sufficiente che 2, e Di 
abbiamo un elemento in comune. 


Esempi. — 1) Costruzione di (150). 


Di={ 1,2, 3,4 5, 67549,10,4,1474,}4} 


Da, = {150, 75, 50, , 30, 25, 15}. 


Tra 10 e 15 non ci sono più divisori di 150. 
Perciò 7 = 10 e l’operazione è terminata. 


D(150) = 2; UDi= {1,2,3,4,5, 6, 10, 15, 25, 30, 50,75, 150}. 
2) Costruzione di P(144). 


Da={ Li Z, LA 4, 5, 6, 7, 8, 9, V, U, 12} 
Da= {144, 72, 48, 36. , 24, 18, 16, 12}. 


Per m= 12, si trova p= 12. L’operazione è terminata (144 è 
un quadrato perfetto). Si ottiene: 


D(144) = DU D3= {1,2,3,4,6,8,9, 12, 16, 18, 24, 36, 48, 72, 144}. 


Osservazione. — Poiché P, e PB, sono in corrispondenza biuni- 
voca, essi hanno lo stesso numero cardinale c. 
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1) Se D, e D, sono disgiunti, il cardinale di: 
Pa=2,0Da 
è la somma 2edei cardinali di D, e Da: esso è perciò un numero pari. 
2) Se Pi e Da hanno un elemento in comune, il cardinale di 


DN Dè 1 € perciò il numero di 9, U Da è 2— 1: si tratta per- 
ciò di un numero dispari. 


Possiamo dunque enunciare il: 


Teorema 5. — Perché un numero sia un quadrato perfetto, è necessario 
e sufficiente che il numero dei suoi divisori sia dispari. 


Esercizi 


1. Determinare le cifre x e _y del numero la cui rappresentazione 


decimale è 28x75y in modo che questo numero sia divisibile per 3 
e il. 


2. Determinare le cifre x, y, 7, in modo che il numero la cui rap- 
presentazione decimale è 13xy45% sia divisibile per 8, 9, e 11. 


3. Consideriamo il numero rappresentato da 123x in una base £ 
che specificheremo in seguito. Determinare x in modo che questo 
numero sia divisibile per 5: 

a) quando è vale 10, 
b) quando è vale 6, 
c) quando . vale 4. 


4. Nel sistema di base otto, calcolare i resti delle divisioni di 
10 525 764 per 3, 4, 7 e 11 senza eseguire queste divisioni. 


5. Nel sistema decimale, calcolare i resti per 7 dei termini della 
progressione geometrica: 


{1, 10, 102, 10°, ...} 
(v. esercizio 4, c. X). Dedurne un criterio di divisibilità per 7 nel 


sistema decimale. 
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6*. Se due numeri sono rappresentati da due figurazioni con le 
stesse cifre, ma in ordine diverso (le due figurazioni hanno lo stesso 
numero di cifre: differiscono solo per l’ordine delle cifre). Dimostrare 
che la loro differenza è divisibile per è — 1, essendo è la base del si- 
stema di mumerazione. 

7. Risolvere l’equazione: 


x ygpeN x3-p= 120. 
8. Risolvere l’equazione: 

x ypeN x°+xy= 240. 
9. Determinarei valori del numero naturale 4 in modo che l’equa- 
zione: 


x — ax — 152= 0 


abbia delle soluzioni x € N. [Si costruisca P(152).] 
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Radici quadrate intere 


La corrispondenza tra i numeri naturali e i loro quadrati 
è di grande importanza; storicamente è stato lo studio di questa 
corrispondenza ad aprire la via ai numeri irrazionali di cui ci 
occuperemo al capitolo XIX. 

Accontentiamoci per il momento di restare in N e di de- 
finire la radice quadrata intera di un numero naturale: per sta- 
bilire il risultato, si fa un ragionamento analogo a quello che 
ha condotto all'esistenza e all’umicità del quoziente euclideo. 
Trattiamo la teoria dell'estrazione della radice quadrata nel 
calcolo numerico in una base qualsiasi b, con alcuni esempi nel 
sistema decimale. 


1. Insieme dei quadrati dei numeri naturali 


DerinIzioNE. — // quadrato di un numero naturale x è il prodotto di 
questo numero per se Stesso: 
xXx x. 


Indichiamo con C l'insieme dei quadrati dei numeri di N: 
C= {0, 1,4,9,...,, (x+ 1), ...}. 


Per definizione: 
ygeC è HxeN J=%. 


y appartiene a C se, € soltanto se, esiste un numero naturale x tale 
che y= x°. 


2. Proprietà 


1) Ogni numero y € C è l’immagine di un solo x e N. 


171 


I numeri naturali 


Se infatti esistesse un altro x’ tale che y= x", si avrebbe: 
sa= >. x xì=0 > (xx) +x)=0 


(supponendo x > x°). 
Questa uguaglianza implica che (v.c. P.): 
x-x"=0 cioè x=x, 
oppure 
x+ax'=0. cioè ax=x"=0. 


In ambedue i casi si ha dunque x = x” ed ogni y € C è l’immagine 
di un solo x € N. Si può perciò enunciare: 


Gli insiemi C e N sono in corrispondenza biunivoca mediante 
= x, 
Ecco il grafico di questa corrispondenza: 
N=10,1,2:3 anda 19 
WIEN A cl 


CS, 1,4 Loan 1a 


Derinizioni. — Ogni numero y e C si chiama quadrato perfetto. 


La funzione reciproca di y= x? si indica x=Vy. 
Essa è definita in C e prende i suoi valori in N. 
Il numero x si chiama radice quadrata esatta de/ quadrato perfetto y. 


La funzione y = x? è crescente. 


Basta infatti moltiplicare membro a membro le due relazioni 
identiche x' < x" e x°' < x" per dimostrare che: 


e £ 
ca >» la, 


3. Tavola dei quadrati 


Nel calcolo numerico, per riconoscere se un numero naturale 
y è un quadrato perfetto, ci si serve di una tavola di quadrati che è 
una parte iniziale di C. 
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Per costruire tale tavola, si usa la seguente formula di ricorrenza: 
(x+ 1)= + 2x+1. 


Supposto di avere ottenuto il quadrato x8, si calcola il quadrato 
seguente (x + 1)* aggiungendo al precedente il numero dispari 
2x +1. 

AI numero 0*= 0, si aggiunge il numero dispari 1 e si ottiene 
les 

AI numero 13= 1, si aggiunge il numero dispari 3 e si ottiene 
22=4. 

AI numero 2*= 4, si aggiunge il numero dispari 5 e si ottiene 
3.= 9; e così di seguito. 

Ecco la tavola dei quadrati dei numeri x € (0, 99) (v. fig. 27). 
Il quadrato di rio si legge nella riga r,0 e nella colonna re. 


: 102411089 i 


Fig. 27. Tavola dei quadrati degli x e (0,99). 


4. Radici quadrate intere di un numero naturale 


Dato un numero naturale 4, indichiamo con .? la parte di C 
definita come segue: 


geP è (9eC e 9<a) 


P è l’insieme dei quadrati perfetti al più uguali ad 4. 
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Questa parte non è vuota, poiché contiene almeno 0. 
P è finito perché è maggiorato da 4 (v.c. V, teorema 4). 
Ammette dunque un elemento più grande p (v.c. V, Teorema 2). 
Poiché p € C, esiste uno ed uno solo numero # € N, tale che: 


p= (Proprietà P,). 


Evidentemente n° < 4, poiché ne P. 
È anche: 
a< (141)? 


Se infatti (a + 1)? < 4, si avrebbe (n + 1) € Pe #2 non sarebbe 
> più l'elemento più grande di 9. Possiamo dunque enunciare: 


Trorema 1. — Ad ogni numero naturale a corrisponde uno ed sn 
solo numero naturale n tale che: 


re<za<(n+1). 


DerinIzionI. — Questo numero si chiama la radice quadrata in- 
tera di a. La differenza 1= a — n° si chiama resto. 


Studio del resto. 


Osserviamo che: 
a<(1+ 1)? 
si scrive: 
a<cqng+2n+ 1. 
Se ne deduce: 
a-n<2n+ 1, 
cioè: 
r<2n+1. 
Perciò: 
a=f+r 


n<za<(n4+1) > 
( ) r<2n+4 1. 
Reciprocamente, se esistono un # ed un r che verificano: 


(a=f+r 
|r<2n+1, 


Radici quadrate intere 


si ha: 
a=f+r > <a, 
r<2n+1 > a-n<2n+1 > a<n+25n+1, 


ossia, riassumendo: 


n<a<(o+ 1). 


TEOREMA 2. — nm<a<(i+1) © 


Osservazione. — Se a € C, allora a=# e r=0. 


Esempio. — Trovare la radice quadrata intera di 4 = 7 845. 
Dalla tavola dei quadrati si ricava che 4 si trova fra 7 744 e 7 921: 


1I44< 7845 <7921, 
cioè: . 
882 < 7 845 < 89. 


La radice quadrata intera di 7 845 è dunque 88. 
Il resto è: 


r= 7845 —7744= 101, 


ed è inferiore a 2 x 88+1= 177 (numero che abbiamo aggiunto 
a 7744 per ottenere 7921 quando abbiamo costruito la tavola). 
Esporremo ora la tecnica cifrata dell’estrazione della radice qua- 


‘ drata intera di un numero naturale dato in un sistema di base d. 


Estrazione della radice quadrata intera 


5. Problema 


Dato un numero a mediante la sua rappresentazione tn * ** To nella 
base b, trovare la rappresentazione, in questa base, della radice quadrata in- 
fera x di a. 


Risolvere questo problema significa estrarre la radice quadrata 
intera di 4. Ricordiamo che x è caratterizzato da: 


xe<ca<(x +1). 
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Il resto è il numero: 
r=a_- x. 


Caso particolare. — Se a non ha più di due cifre, il risultato deve 


essere imparato a memoria; a questo serve la' tavola dei quadrati. 


Per esempio, in base dieci: ‘ 


O 123 45 6 7 8 9 
O 1 4 9 16 25 36 49 64 BI. 


6. Studio preliminare 
Dimostriamo il seguente lemma: 


(L,) LEMMA. — Siano x la radice quadrata intera di a e c il quoziente eu- 
clideo di a per b3. 

Perché y sia îl quoziente euclideo di x per b, è necessario e sufficiente 
che y sia la radice quadrata intera di c. 


Se 

(1) xa <(x +1), 

(2) Rieca<k-(c+1), 

abbiamo: 

8) y<x<bU+1) © d<e<0+1 (4) 


1) Cominciamo col dimostrare che da (1), (2) e (3) discende la 

(4). Infatti: 
by<ex > ba. 
Poiché x° < a, se ne deduce che: 
by? < a. 
Da 2<b(c+ 1) si trae che: 
. by < bP(c+ 1), 
onde 
<Cc+ 1 
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ossia: 
I< e 
D'altra parte: 
by+1)>x > b+t1)>x+1 
da cui discende i 
bB(y+1)°> (+1) 
Poiché (x + 1) > 4, abbiamo: 
P(y+1) >a 
e poiché 4 > Pe, abbiamo 
B(y+1)3 > bic 


onde: 


+1)? > 


fatti 
P<e > Py < be. 


Poiché 2° < 4, 
by? < a 


e poiché 4 < (x + 1)? si ha: 
by? < (x + 1)?; 


da cui: 
by<x+1 0 by<x. 


D'altra parte: 
c<(y+1) > c+1<U0+1) 
onde segue che: 
(C+ DE < 04 1)°6°. 
Poiché « < (c+ 1)b2, si ha 
a<(y+ 1)? 


) Dimostriamo ora che le (1), (2) e (4) implicano la (3). In- 
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e poiché x* < 4, risulta 
x*<(y+1)?3 ossia x<(y+ 1)2. 


7. Conseguenze 


Sia a= Fry << fo € X= %m*** % la sua radice quadrata intera. 
Le cifre 4, ---,%m insieme al loro numero cardinale # -:- 1 sono 
ignote. Il quoziente di 4 per 5° è: 


dfn Fa (resto r,r0). 
Il quoziente di x per è è: 


x 3 Um (resto 49). 
Applichiamo (Li): 
x, è /a radice quadrata intera di a,. 


Continuiamo: 
il quoziente di 4, per 2? è 


= (resto ryr3); 


il quoziente di x, per è è: 
(resto 4). 


Applichiamo (L,): 

x, è la radice quadrata intera di a,. 

Possiamo applicare di nuovo (L;) ad 4, e x, e cosi di seguito. 
Le divisioni successive per 4° di 4, 4,, 42, ... hanno per resto rispet- 
tivamente raggruppamenti di due cifre r,fo, f372, fs", --- che si suc- 
cedono da destra a sinistra nella rappresentazione di «. 


ue: n : Î < ; 
Se # è pari, vi sono A raggruppamenti, e l’ultimo è costi- 
tuito da una sola cifra. 
ù si do i n+1 e sia 
Se # è dispari, vi sono 3° raggruppamenti e l’ultimo ha 


due cifre come tutti gli altri. 
A ciascuno di questi raggruppamenti corrisponde una ed una 
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sola cifra di x. Il numero di cifre della radice quadrata è quindi 
determinato: è infatti il numero di questi raggruppamenti. 
Se si mettono in evidenza i raggruppamenti 7, delle due cifre 
di #4, avremo: È 
a= CREZZE TN 


e il raggruppamento #, di sinistra ha una o due cifre. 
In genere, per p € (0, #), la radice quadrata intera di 


Ap= tmp 


Xp i Um 0» Un 
(quando si convenga che 4,= 4 € x9= x). 


Esempio. — a= 75878 (b= dieci). 


Dividiamo la rappresentazione di 4 in raggruppamenti di due 
cifre: 


a=97 58 78. 
fa i fo 


Il numero di cifre della radice quadrata intera è 3. Avremo 
x= UH H0 


u, è la radice quadrata intera di 7 ed è quindi 2. 
24, è la radice quadrata intera di 77, = 758. 


8. Denotiamo sempre y il quoziente euclideo di x per è: 
x = by # Yor 


4 è la prima cifra a destra di x. 
Supponiamo di conoscere y e determiniamo la cifra 40. 


xa <(x +1) > (bt <a < (by+wt 1), 
cioè: 


(by 4 mt < a — 6°? < (20y + wo + 10% + 1); 
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questo prova che 4, è l’elemento più grande dell’insieme delle cifre 
« che verifica: 


(Qby + ua <a — bîy?. 
Si osservi che queste cifre godono 4 forfiori della proprietà: 
2by u<a— by. 
Sia g il quoziente euclideo di 4 — b*y? per 2by. Abbiamo: 
a— by? < 2by(4+ 1), 


onde 
2by n <2by(4+ 1), 
cioè: 
u<q+l, 
o 
“< q. 


Possiamo dunque enunciare il 
(La) LEMMA. — Se y è #/ quoziente euclideo di x per be u il resto: 
1) up è la più grande delle cifre wu che verificano la: 
| (by + a < a— 6892; 


2) up è a/ più uguale al quoziente euclideo di a — b?y? per 2by. 
3) Zl resto è: 


r=a- xt=a- (by + ui = (e— 099) — by + 1% 
Esempio. —  a= 7158 (b= dieci). 


La radice quadrata intera ha due cifre. _ 
La cifra a sinistra è nota. Abbiamo x = 2%. 
2 è anche il quoziente euclideo y di x per 4; abbiamo: 


a— by = 758 — 100 x 4= 358 
2by = 40. 


Il quoziente di 358 per 40 è 8. Dunque 4 < 8. Poiché # è la più 
grande delle cifre x che verificano la 


(by + nu <a — bp, 
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cioè: | 
(40 + w)w < 358, 
cominciamo con il saggiare 8: risulta 
(40+ 8) x 8=48 x 8= 384. 


Ma 384 > 358; 8 è troppo grande. 
Proviamo 7: 


(40 + 7) x 7= 47 x 7= 329 < 358, 
dunque: 
#=7 e x=27, 


il resto: 


r= (a— b*93)— (2by + mo)uo= 358 — 329 = 29. 


9. Algoritmo dell'estrazione della radice quadrata 


Siano: 


(27 + 1 raggruppamenti) 


x= PIOIMORITE” (1 + 1 cifre ignote) 
4,, è subito determinato; è la radice quadrata intera di'fm. Il resto è 
i nl 
Prima applicazione di (Ls). 


Consideriamo anzitutto il numero 4, formato dai primi due 
raggruppamenti a sinistra; 


Amor Emimov 


la sua radice quadrata intera è: 


(par. 3). 


Xm-r = Lrlm_1 


Per determinare #,_;, applichiamo (L,) con 
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J=Un e a_- bi = bh 
Indichiamo quest’ultimo numero con du 
a = arr DA tr DU (A MT Lea 
Vediamo comparire il resto r,, precedente: 
Gir = ml + mr 


Si abbassa alla destra di r,, il raggruppamento successivo fm_1. 
Um-1 è allora la più grande cifra # che verifica: 


(20% m + 4) < Amoi 
(%m-1 si determina per tentativi successivi). 
Una volta determinato 4, il resto è la differenza dei due nu- 
meri precedenti, cioè, considerando un’altra differenza (Li): 
Fm = Amr T Irma 
Seconda applicazione di (L.). 
Consideriamo ora il numero: 
Ania lalla» 
che si può anche scrivere 
dara = Gora DA ber 
La sua radice quadrata intera è: 
Xm-a > Umlm-1%m-2 
Applichiamo (L,), con 
y= Giri © A_- 69 = Amr bUrlmr 
Indichiamo questo numero con 4m_3: 
Am-9= Amr © Dimmi = Am-10° + ma — DU mi” 


“e (Amr "o Ur mi )b* + Imoo: 
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Riappare il resto rm_1: 
dins" Pn" + Imoo 


Si abbassa alla destra di r,,_.1, il SUCCESSIVO raggrWphareento fm-z 
Per ottenere %m_ ,si procede per tentativi come abbiamo fatto 
dianzi. È il più grande « che verifica: 


(20% mM mr + AM < Amr: 


Ragioniamo per ricorrenza sul numero +1 di raggruppa- 
menti di 4. i 
Supponiamo note tutte le cifre di x fino al rango 1: 


© Hbmr Hm-v 05 


edil resto r, dell’estrazione della radice quadrata intera di a= fm: ch: 
ri= 0; — 4nM 4. 
1 i mîm_-1 1 


mos applicazione di (L3). 
Applichiamo per l’ultima volta (L.) con: 


CEE NEZZZ7 e a- be y= a DE Un. 
Abbiamo: 
a= a,b° + fo. 
Poniamo: 


a=at br Hi 
= d6° + to — bUm o 4° 
=? (CA — Um° + 4, °)b? + fo» 
ossia: 
a= rb + fo. 


Si abbassa infine l’ultimo raggruppamento /, alla destra di r,. 
La cifra w, è la più grande delle cifre « che verificano: 


(2btm <<< Un + 4) < do- 
Il resto finale è: 


Po = 49 — (Qbtm + << + 194 
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Esempio. — a= 18957553 (b= dieci). 


Anti Pun did Romea 


iz fa fi o 
1) La radice quadrata intera di /fy= 18 è: 
Uu= 4, 


il resto è: 
rag= 18 — 43=2. 


2) Abbassiamo alla destra di r, il raggruppamento seguente 
#,= 95. Si ottiene: 
a, = 295. 
La cifra #, è la più grande « che verifica la 


(2bu, + 4) < 43, 
cioè: 
(80 + mM) < 295. 


Il quoziente di 295 per 80, cioè 29 per 8 è 3. 


Si ha: 
(80 + 3) x 3=83 x 3 = 249 < 295. 
Quindi: 
Un= 3. 
Il resto è: 


ra = 295 — 249 = 46. 
3) Abbassiamo il raggruppamento seguente /, = 74. Si ottiene: 
a = 4 674. 
La cifra #, è la più grande « che verifica: 


(Qbr, + 4)U < di, 
(20 x 43 + #) < 4674. 


Il quoziente di 4 674 per 43 x 20= 860 è 5. Abbiamo: 
865 x 5= 4325 < 4674. 


Dunque x, = 5. 
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Il resto è: 
ri = 4674— 4325= 349. 


4) Abbassiamo il successivo, ed ultimo, raggruppamento #,= 53. 
Si ottiene: 
a = 34 953. 


La cifra #, è la più grande « che verifica: 
(2buzsig04, + us < 46, 
cioè: 
(20 x 435 + wu < 34 953. 
Il quoziente di 34953 per 20 x 435 = 8700 è 4. Abbiamo 
8704 x 4= 34816 < 34 953. 


Dunque 4 = 4. 
Il resto è: 


r= 34953 — 4816 = 137. 
| La radice: x = 4 354. 


Disposizione pratica. 


ta ta fi fa Ug 42 HU Ha 
PE 4 444 


18957453|4 3 5 4 


riquindi agg > 295 | 83x5= 

rg quindi a + 4674 865 La 5= 4325 (24,46 + 4)M, 

ri quindi 4 — =—34953|8704 x 4 = 34816 — (24340 + Molo 
r=n+ o 132 


Esercizi 


1. Dimostrare che il prodotto di quattro interi consecutivi, 
aumentato di 1, è un quadrato perfetto. Ricavare i quattro interi 


| consecutivi il cui prodotto è 5 040. 
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2. Qual è la radice quadrata intera di #(s + 1)? 
‘Trovare due- numeri interi consecutivi il cui prodotto sia 7 310. 


3. Qual è la radice quadrata intera di #(# + 2)? e di #(r + 3)? 


4. Se n è la radice quadrata intera di 4, a quali condizioni dovrà 
soddisfare 2» per essere la radice quadrata intera di 44? 

Trovare 4 quando n= 251. i 

Più in generale, dato un numero naturale £, a quali condizioni 
dovrà soddisfare 4 per essere la radice quadrata intera di 4%? 

Trovare 4 per #= 34 e &= 7. 


5. Determinare i numeri naturali x e _y, sapendo che il quoziente 
euclideo di x per y è un numero dato <, e che la radice quadrata in- 
tera del prodotto xy è un numero dato b: 

1) Formare le disuguaglianze esprimenti che x e_y soddisfano 
alle condizioni dell’enunciato. 

2) Esprimere le condizioni alle quali deve soddisfare y affin- 
ché queste disuguaglianze siano compatibili in x. 

3) Completare la ricerca nei due casi seguenti: 


a=3 e b=7 — a=23 e b= 23. 


6*. Indichiamo con .D, l’insieme delle soluzioni in x e con D, 
l’insieme delle soluzioni in y del sistema: 


> = di; 
Wed 


Sia n la radice quadrata intera di 4. 


1) Dimostrare che x maggiora 2, e minora Pr. 
2) Dimostrare che x non può appartenere a D, senza appar- 
tenere a D,. 
3) Si assuma 4= #(1+ 1). 
Dimostrare che # è la radice quadrata intera di «. 
Se ne deduca che # può appartenere a PD, senza appartene- 
rea9D,. 
4) Sia 4= n(1+ 2). Dimostrare successivamente che: 
a) n è la radice quadrata intera di «. 
bB)lne Den Da; 
y)n+1€ P(2). 
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7*. Dimostrare la seguente proposizione: ‘ affinché 4 e N* sia 


‘ divisibile per la sua radice quadrata intera, è necessario e sufficiente 


che 4 abbia una delle forme seguenti: 


n? oppure (e +1) © n(n+ 2), 


conse N*”. 


8*. Sia 4 un numero naturale dato. Indichiamo con Pi lin- 
sieme dei numeri naturali x tali che il quoziente g della divisione 
euclidea di 4 per x verifichi la x < g. l 

Indichiamo con .P; il complementare di , relativo a N*. 


1) Dimostrare le due seguenti proposizioni: 
xeP, > x°<4, 
xeP, > x°>a. 
2) Essendo n è la radice quadrata intera di 4, dimostrare: 


xeop, > XKR 
xeP, > x>M 


3) Qual è l'elemento più grande di Po? 
Qual è l'elemento più piccolo di P,? 


Applicazione. — Trovare tutti i numeri x (insieme 2) tali che, 
nella divisione euclidea di 738 per x, il quoziente sia almeno uguale 
ax. 


9. Estrarre le radici quadrate dei seguenti numeri (sistema de- 


timale): 
? 17 859; 85937; 193894. 
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Capitolo tredicesimo 


Multipli comuni e divisori comuni 


La teoria degli insiemi permette di affrontare la teoria dei 
multipli comuni e dei divisori comuni con uno spirito del tutto 
nuovo. Mentre la teoria tradizionale si basava sull’algoritmo di 
Euclide, quest’ultimo viene ad essere inquadrato nel calcolo 
numerico del M.C.D., soltanto alla fine, quando î risultati 
fondamentali sono ottenuti. 

La teoria generale non necessitando delle divisioni successive 
ne guadagna notevolmente in chiarezza. 

Cominceremo con l’occuparci dei multipli comuni a due 
numeri, poi a più numeri, ed i risultati ottenuti serviranno allo 
studio dei divisori comuni di due o più numeri. 


I. Maltipli comuni a due numeri 


1. In tutto questo capitolo, considereremo l’insieme /N* dei numeri 
naturali diversi da zero. Abbiamo studiato (v.c. IX) l’insieme .#, 


dei multipli di un numero dato 4. Più in particolare indicheremo con 
A (a) l'insieme: 


A (a) = {a, 2a, 3a, ..., n4,.. .} 
dei multipli di 4 e N* prodotti di 4 per i numeri di N*. Ricordiamo 
che, se #7 è multiplo di 4, ogni multiplo di 7 è anche multiplo di 4; 
ciò che si scrive: 
meda) > A (Mc A (a. 
DEFINIZIONE. — Dati due numeri a e b, ogni numero x che appar- 


tiene tanto a AM (a) quanto a A (b) sì chiama multiplo comune di 
a eb: 


(xe Aa) e xe 40) + xe 4N AD). 
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Questa intersezione, l’insieme cioè dei multipli comuni ad 4 e 
b, si indica: 
A (4, bD)= 4A A (0). 
Esempio. — Sia a= 12 e b= 18. 
A (12) = {12, 24, 36, 48, 60, 72, ...}, 
A (18) = {18, 36, 54, 72, 90, 108, ...}, 
4 (12) N 4(18)= {36, 72, ...}= 4(12, 18). 


Si osservi che l’intersezione è commutativa: 


4AaNA(6= 46) A (0), 
dunque: 
A (a, b)= A (b, a). 


Si osservi che se #7 è un multiplo comune di 4 e 6, ogni multiplo 
di # è anche multiplo comune di 4 e 8; questo si scrive: 


me A(a,b) > AM A (a, dì. 


Per esempio, ogni multiplo del prodotto 44 è evidentemente 
multiplo di 4 e multiplo di 4. Si ha quindi: 


A (ab) A (a, db). 


Perciò, l’insieme € (2, 6) dei multipli comuni è infinito poiché 
contiene l’insieme infinito .# (45) dei multipli di «4. 


2. Minimo comune multiplo di due numeri 


Essendo .4 (a, ») una parte non vuota di /V, essa ammette un 
elemento più piccolo (v.c. V, teorema 3) che si chiama w/ri270 co- 
mune multiplo di a e b (brevemente m.c.m.) e si denota con: 


u(a, bd), 


o semplicemente con 4 quando non c’è possibilità di confusione. 
A (a) è minorato da 4, 4 (b) è minorato da b. Quindi 4 e è minorano 
l’intersezione: 


4 (AN A(0)= A (a, 0). 
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Dei due numeri 4 e b, considereremo a questo proposito soltanto 
il più interessante, vale a dire il più grande. 

Il più grande di due numeri 4 e è si indica con max {a, b} (ab- 
breviazione di maximum). 

Esso è l'elemento più grande dell’insieme {4, 6} dei due elementi 
a e b. Poiché € (4, 6) è minofato da < e b, lo è anche d@'m.c.m. 
s(a, b). Quindi: 

u(a, b) > max fa, b}. 


Caso particolare. — Supponiamo che è sia un multiplo di 4: 
be A (a). 
Qual è il m.c.m. u(a, 8)? - 
Sappiamo che 
be A (a) > A(0)c A (c). 
Perciò: 
A NM (0= A (bd), 
vale a dire 
A (a, b)= A (b). 

Da questa uguaglianza si deducono due proprietà: 

1) Il più piccolo elemento di 4 (4, b) è (a, 0). Il più piccolo 
elemento di € (6) è 6. Poiché i due insiemi sono identici, questi 
due elementi coincidono: 


be A(a) > ua, b)=b. 
2) L'insieme 4 (4, 5) dei multipli comuni di 4 e è è l’insieme 
A (6) dei multipli del m.c.m. è di 4 e d. 


Dimostreremo ora che questa proprietà è generale, e vale anche 


quando dé 4 (4). 


3. Teorema fondamentale 


Consideriamo due numeri qualsiansi a e b ed il loro m.c.m. 
Dimostreremo ora la coincidenza fondamentale: 


A (a = A (1). 
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La dimostrazione consiste nel provare che ciascuno di questi 
due insiemi è contenuto nell’altro. 


1) Ogni multiplo di 4 è evidentemente multiplo di 4 e multiplo 
di 5. Avremo dunque: i 


yi © i AU) A (a, d). 


2) Dimostriamo ora che ogni multiplo comune x di 4 e è è 
multiplo di x, cioè: 


xe 4 (a,b) > xe 4. 


Evidentemente, poiché x è l’elemento più piccolo di .# (4, b), 
x > “. 

Eseguiamo la divisione euclidea di x per gx. Il quoziente eucli- 
deo q è diverso da zero. 


x=ugQt+r r<pu 


Si tratta di dimostrare che r = 0. 
Supponiamo che sia r # 0 e dimostriamo che questa è una con- 
traddizione: 


ue A (a, db) > puGge A (a, dj 
(xe 4 (a, b) e puge Aa, db), @> 


(perché g # 0)? 
x-— uge A (a, db) 


(si applica la (Py) del c. VII. Si osserva inoltre che x — ug="r" #0). 
Dunque: 
re A (a, b). 


Poiché r < x, esisterebbe in 4 (a, b) un numero r strettamente 
inferiore all’elemento più piccolo u. Ma questa è una contraddizione; 
avremo dunque r = 0 e perciò: 


x= E A (1). 
Se ne deduce che: 


(2) A (a, bc A (1. 
Dalle relazioni (1) e (2) infine, possiamo dedurre che: 


A (a, b)= A (1). 


1 In questa dimostrazione occorre evitare accuratamente di fare intervenire lo zero 
come elemento di. (a, 5), in quanto lo zero è stato tolto dai multipli di un numero. 
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Enunciamo il teorema fondamentale: 


Teorema 1. — L'insieme dei multipli comuni di due numeri coincide 
con l'insieme dei multipli del loro mem. 


4. Moltiplicazione di una parte A_ di N per un numero ‘naturale 


Dermizione. — Sia A wa parte di N e k un numero naturale non 
nullo. L'insieme dei prodotti per k dei numeri di À è una nuova parte di N 
che si indica con KA e si chiama prodotto di A per &. 


Esempio. 
A= {2, 5, 7, 10, 12, sh 
RA = {2k, 5k, 7£, 10£, 12k, duale 


Dimostriamo che questa operazione è distributiva rispetto al- 
l'intersezione di due parti A e B di N. 
Distributività dell’intersezione. 
k(A N B)= (KA) n (KB). 
Siano x e A e y € B. Avremo: 
(440) x=y © dke=ky (vc. VI, P;) 
x = y significa x e A e x € B, dunque: 
xe 4NB. 
kx = ky significa kx € (KA) e kx € (KB), quindi: 
kx e (KA) N (kB). 
Dalla precedente equivalenza logica discende la seguente: 


xe ANB + kxe (£4) N (kB), 
i0è: 
° k(A N B)= (KA) N (KB). 


Problema. 


Supposto noto il m.c.m. p(a, b) di due numeri naturali a e b, trovare 
il m.c.m. p(ka, kb) di due numeri ka e kb, essendo k un numero naturale 
non nullo. 
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Moltiplichiamo per 4 tutti i numeri di: 
A (a)= fa, 2a, ..., na, ada 
Si ottiene 
kA (a)= {ka, 2ka, ..., nka, sh 
l'ingienie ciod dei multipli di ba, Quindi: © 


kA (a) = A (ka). 
E cosi: 


Applichiamo la distribuitività dell’operazione rispetto all’in- 

tersezione: 
KA (4) N 4 0}= RE ANA 0) 
cioè 
— kA (a, b)= A (ka, kb). 

L’elemento più piccolo dell’insieme A (ka, kb) è (ka, Kb). 

L’elemento più piccolo dell’insieme 4.4 (4, b) è kul(a, bd). 

Poiché questi due insiemi sono identici, abbiamo: 


ku(a, b) = u(ka, kb). 


Trorema 2. — Z/ sr.c.m. di ka e kb è uguale al prodotto per k del 
m.cm. di a e di db. 


7 II. Multipli comuni di più numeri 


5. Studieremo ora la nozione di multiplo comune a più di due nu- 
meri naturali. Limitiamoci al caso di tre numeri 2, 4, € dati. Il caso 
di un numero cardinale più elevato di numeri naturali si deduce ra- 
gionando per ricorrenza su questo cardinale. 


Dermuzione. — Dati i numeri naturali a, b, c ogni numero x che 
appartiene tanto a A (a), A (b) e A (c) si chiama multiplo comune 
di a, b, c: 


(xe A (a) e xe Mb) e xe 4 (60) 
<> xrE(‘4()N 4(65))N A (0. 
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Indicheremo con 4 (a, b, c) l’insieme dei multipli comuni di 

a, b, c. 
A (ab) (MANA BMNA 

Ricordiamo che l’intersezione di più insiemi è al tempo stesso 
associativa e commutativa. «f (4, £, e) non dipende dall’ordine 4, 
b, € dei numeri dati. 

Ogni multiplo di abc è evidentemente multiplo comune di «, 
b, c. Abbiamo: 

A (abc) = A (a, b, c). 

L’insieme .@ (4, b, c) è infinito poiché contiene l’insieme infi- 

nito df (abc). 


6. Minimo comune multiplo di più numeri 


Poiché 4 (a, b, c) è una parte non vuota di /V essa ammette un 
elemento più piccolo che si chiama w7inimo comune multiplo di a, b, c 
e che si indica con (a, d, e) o semplicemente « quando non ci sia 
pericolo di far confusione. 

4 (a) è minorato da a, .# (b) è minorato da è, .# (c) è mino- 
rato da c. I tre numeri 2, è,  minorano dunque l’intersezione: 


A (ANA GMNA (= A (a, db, c). 
Noi ci occuperemo solo del più grande dei tre numeri: 


max {a, bd, c} 
e scriveremo 
u(a, b, c) > max fa, b, c}. 


Il teorema fondamentale i si può estendere nel modo seguente 
al caso di più numeri. 
Indichiamo con x, il m.c.m. di 4 e è: 
H= h(a, b). 
Per il teorema 1, avremo: 
A (OA (0)= A (pi). 
Indichiamo con w, il m.c.m. di 4} € e: 


Ha = HU, €). 
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Per il teorema 1: 


i 44) NA (= A (a). 
Ora: 


4 (4, b, = 4A)NAONAC=AGNA 
Avremo dunque: 
A (a, b, c) = A (ur). 
Dall’identità di questi due insiemi discende l’uguaglianza dei 
loro più piccoli elementi: 
H(a, b, c) = fto. 
Riassumendo queste proprietà nel seguente teorema: 


TeorEMA 3. — // m.c.m. di più numeri non cambia, quando si sosti- 
tuiscono due numeri con î loro m.c.m. 

L'insieme dei multipli di più numeri è l'insieme dei multipli dei loro 
m.c.m. . 

Il teorema 2 si estende anche al caso di più numeri. 

Conserviamo le stesse notazioni usate prima e applichiamo il 
teorema due volte: 


H(ka, kb) = ku(a, b) = ku, 

u(ku, ke) = ku(u,, c) = ky. 
Applicando il teorema 3, si ha dunque: 

u(ka, kb, kc) = ku(a, b, c). 


TEOREMA 4. — Quando si moltiplicano per k più numeri, anche il loro 
m.c.m. risulta moltiplicato per k. 


III. Divisori comuni di due numeri 


| 8. Abbiamo studiato (v. c. XI) l’insieme (4) dei divisori di un nu- 


mero 4. 
Ricordiamo che, se 4 è divisore di 4, ogni divisore di d è anche 
un divisore di 4; cioè, in simboli: 


dea) > (dc Pa). 
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Ricordiamo anche che, se d è divisore di 4, 4 è multiplo di d e 
viceversa: 
de Da) è dae A (4). 


DerInIzIoNE. — Signo a e b due numeri di N*. Ogni numero naturale 
che appartiene al tempo stesso a D(a) e D(b), si chiama sm divisore co- 
mune di a e b. 


(de Pla) e deD(b)) + de2AAN QU}. 
Questa intersezione, cioè l’insieme dei divisori comuni di 4 e b, 


non è vuota, poiché contiene almeno il numero 1. Indichiamo que- 
sta intersezione con 


(a, 6)= DAN Pd). 
Poiché l’intersezione è commutativa, P(4, 5) non dipende dal- 
l'ordine dei numeri dati: 
Pa, b)= Db, 2). 
Esempi. 
1) a=12e b= 15. 
Con il metodo esposto nel capitolo XI, si ottiene: 
D(12) = {1, 2, 3, 4, 6, 12}, 
D15)= 11 d > 15 
Perciò: 
D(12, 15)= P(12) N D(15) = {l, 3}. 
2) a= 20 e b= 33. 
D(20) = {1, 2, 4, 5, 10, 20}, 
D(33) = {1, 3, 11, 33}. 
Perciò: 
D(20, 33) = P(20) n P(33) = {1}. 
Numeri primi fra di loro. 


DEFINIZIONE. — a e b si dicono primi tra loro se 


Da, b)= {1}. 
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Due numeri primi tra loro hanno dunque un solo divisore co- 
mune: 1. 
Per esempio: 12 e 15 non sono primi tra loro. 


20 e 33 sono primi tra loro. 


| Osservazione. — Già abbiamo detto che ogni divisore di un di- 
visore d di 4 è anche divisore di «: 


de Da) > 2(dc Dad. 
Per un divisore comune 4 di « e b: 


de D(b) > Pd Db), 
dunque: 


de P(a, b) > Qdc Da, d). 


0. Massimo comune divisore di due numeri 


Sappiamo che W(4) e P(b) sono finiti; anche la loro interse- 
zione D(4, b) è dunque finita e ammette perciò un elemento più 
grande (v.c. V, teorema 2) che si chiama massimo comune divisore 
di 4 e b; (si abbrevia con M.C.D.) e si indica con: 


é(a, db), 


o più semplicemente con d quando non c’è pericolo di confusione. 
2 (a) è maggiorato da 4, Db) è maggiorato da ., e quindi i due nu- 
meri 4 e è maggiorano: 


(a) n 26) = Pa, b). 


Di questi due numeri considereremo soltanto il più interessante 
a questo proposito, vale a dire il più piccolo, che si indica: 
min {a, 6} 


(abbreviazione di rsinimun). 


Esso è l’elemento più piccolo dell’insieme fa, b\ dei due numeri. 
Poiché P(4, 5) è maggiorato da 4 e b, anche il M.C.D. d(4, 5) è mag- 
giorato. Avremo dunque: 


ò(a, b) < min {a, b}. 
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Caso particolare. — Supponiamo che è sia un divisore di 4: 
be D(a). 


Qual è il M.C.D. dla, 5)? 
Sappiamo che: 
be Ha) > Pb P(c 
Perciò: 
24) N D(6b)= DL), 
vale a dire: 
P(a, b)= D(6). 


Da questa disuguaglianza discendono due conseguenze: 

1) L'elemento più grande di (4, 4) è d(4, b). L'elemento 
più grande di D(b) è b. Poiché i due numeri coincidono, abbiamo la 
proprietà: 

6(a, b)= b. 

2) L'insieme P(4, 5) dei divisori comuni di «4 e è è l’insieme 
9P(b) dei divisori del M.C.D. è di 2 e d. 

Quest’ultima proprietà vale in generale, anche quando 6 & P(4), 
come ora dimostreremo. 


10. Teorema fondamentale 


Consideriamo due numeri qualsiansi 4 e 6 ed il loro M.C.D. dò. 
Dimostreremo ora la coincidenza fondamentale: 


Da, 6) = D(0). 


La dimostrazione consiste nel provare che ciascuno di questi 
due insiemi è contenuto nell’altro. 

1) Ogni divisore di $ è evidentemente divisore di 4 e divisore 
di 5 (v. par. 8; osservazione). Abbiamo dunque: 
(3) D(6) c Da, Bb). 

2) Dimostriamo ora che ogni divisore comune 4 di 4 e è è di- 
visore di ò cioè: 

de D(a, b) > de D(éd) 
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Multipli comuni e divisori comuni 
Consideriamo tutti i divisori comuni di 4 e b: 
Da, b)= {d, di, ...,d.} 
(Abbiamo indicato con # il cardinale di questo insieme.) 
Il più grande tra questi divisori è il M.C.D. d: » . . 
d= max {d,, d, ...,d,} 
Introduciamo il m.c.m. degli n numeri dj, ...,d,: 
(dx, da, «--:d,) = Ul 


I numeri 4 e è sono evidentemente dei multipli di questi # nu- 
meri d, poiché sono ambedue divisibili per ciascuno di questi nu- 
meri d,. 

Essi sono dunque multipli del loro m.c.m. x (v. teorema 3). 
Avremo: 

ae Au e be A (1), 
onde: 
pePD(a) e ue Db); 
perciò: 
“ne Da, d). 


Il m.c.m. degli 7 numeri di P(4, d) appartiene a quest’insieme. 
Esso è dunque l’elemento più grande dell’insieme {max (4, b)], 
cioè il M.C.D. dò. 

u= È. 


Il M.C.D. d è dunque multiplo comune di tutti i numeri di 
Pa, b). Perciò: 
de Da, b) > de A(d) > de D(d) 
cioè: 
(4) Pa, b) c D(Î). 
Dalle relazioni (3) e (4) si deduce che: 
Da, b)= D(Î). 


Teorema 5. — L'insieme dei divisori comuni di due numeri coincide 
con l'insieme dei divisori del loro M.C.D. 
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11. Problema 


Dato il M.C.D. è(a, b) di due numeri a e b, trovare il M.C.D. 
(ka, kd) di due numeri ka e kb, ove k è sr numero non nullo. 
Posto: 
Bla, b)=d e  d(ka, kb)=d, 
abbiamo: i 
dla > 46] ka 
dlb > &k6|&k6. 


(v.c. VII, P,) 


£4 è dunque un divisore comune di 44 e 4b. Per il teorema 5, 46 
divide il M.C.D. d' di 4a e kb. 
49 | 3. 
Esiste dunque un numero 9g le che: 
(5) i d' = kdg. 
Allora: 


d' | ka > kédq | ka > dg | a 
6 I kb ea kòg | kb Pa sg| 5 (v. Cs VII, P,) 


dunque &dgè un divisore comune di 4 e b. 
Poiché ò è il divisore comune pid grande di a e b, necessariamente: 


q=l 
e, per la relazione (5): 
dò = kò, 
cioè: 
Ò(ka, kb) = kò(a, b). 


TEOREMA 6. — 7/ M.C.D. di ka e kb è uguale al prodotto per k del 
M.C.D. di a e b. 


Osservazione. — In questo caso non abbiamo svolto una dimo- 
strazione analoga a quella di cui ci siamo serviti per il teorema 2; 


Questo perché non si ha qui la relazione KD(1) = DK) (v. 


esercizio 2). 
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CoroLLario. — Se d è sn divisore comune di a e b, il M.C.D. di 
b 
A °F è uguale al quoziente esatto per d del M.C.D. di a e b. 
Infatti, posto 
b 


=d e —=h 


4 
d d 
applichiamo il teorema 6 a d(a', 8°) e al moltiplicatore d: 


6(da', db')= dò(a', b') 
a b 
Freni lo) runica 
d(a, b) = dd ( FE 7) 
ossia: 


a b\_ dla, b) 
(0) (5. 7)" "a 


Criterio del M.C.D. di due numeri. 


cioè: 


Problema. 
Sia d un divisore comune di a e bj; riconoscere se d è il M.C.D. di a e b. 


Applichiamo la relazione (6). 
Perché d(a, 5) = d è necessario e sufficiente che: 


cioè: 


Criterio del M.C.D. — Perché un divisore comune d di a e b sia il loro 
M.C.D., è necessario e sufficiente che i quozienti esatti di a e b per d siano 
primi tra loro. 


12. Criterio del m.c.m. di due numeri 


Problema. 


Sia m un multiplo di a e b; riconoscere se m è il m.c.m. di a e d. 
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1) Si consideri anzitutto il m.c.m.: 


u= p(a, b). 
Esistono due numeri naturali @ e £ tali che: 
pu=aa= bf. 


Proviamo che @ e f sono primi tra di loro. 
Sia 4 un divisore comune di « e £#: 
de D(a, Bb). 
Ora: 
Ta 


ssing 


4 __@ 
PE] d 


Perciò "i è un multiplo comune di 4 e .. 


Poiché w è il multiplo comune più piccolo, necessariamente d= 1. 

Inoltre, poiché ogni divisore d e (a, 8) vale 1, a e f sono primi 
tra loro. 

Dunque: 


(7) pu= (a, db) > (È. £)- 1. 


2) Dimostriamo ora che, per ogni altro multiplo comune 
di 4 e è (m> u), abbiamo: 


E E\e1 
(27): 


Infatti, per il teorema 1, esiste un numero naturale g > 1 tale 
che: i 


n= 49, 


siii di RE fd 7) ae 
(27) (E. 1) (4. }-) (eorema 6) 


Applichiamo la relazione (7): 


How mo m\_ 
(5) (E) 


e q è diverso da 1 per ipotesi. 
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Perciò il solo multiplo comune # di 4, b tale che 


n ULi 
Bc IA | 
(7) 


è il m.c.m. x stesso. Si può dunque scrivere: 
u(a, b)=u © (È. 4)- . 


Criterio del m.c.m. — Affinché im multiplo comune, di a eb, m, sia 
il loro m.c.m., è necessario e sufficiente che i quozienti esatti di m per a e b 
siano primi tra di loro. 


Osservazione. — Sia p il m.c.m. di 4 e b: 
u= p(a, b) 
e m un multiplo comune di 4 e b: 
m= pq. 


Abbiamo visto che vale l'uguaglianza: 


. (3-1)-7 


Relazione tra m.c.m. e M.C.D. 


Siano u= pu(a, b)e d= d(a, b) il m.c.m. ed il M.C.D. di 4 e b. 
Applichiamo la relazione (8) a #= ab; si ottiene: 


Ora: 
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TEOREMA 7. — // prodotto di due numeri è uguale al prodotto del loro 
m.c.m. e del loro M.C.D. 


TT IV. Divisori comuni di più numeri 


13. Estenderemo ora la nozione di divisore comune a più di due nu- 
meri naturali. Ci limiteremo al caso di tre numeri dati, 4, è, c. 

Il caso di un cardinale pi elevato di numeri naturali si deduce 
ragionando per ricorrenza su questo cardinale. 


DerInIzIoNE. — Dati dei numeri naturali a, b e c, ogni numero x 


che appartiene al tempo stesso ad Da), Db) e W(c) si chiama divisore: 


comune di a, b, c: 
(xe Da) e xe D(0) e xe (0) 
<> xEFE24AN2(6)N2(0. 


Indicheremo con (4, è, c) l'insieme dei divisori comuni di 
a, b, c. 
(a, b, )= 2ANL£260)ND2(0. 


P(a, b, c). non dipende dall’ordine di 4, è, c per la commutatività 
dell’intersezione. La parentesi si può sopprimere per l’associatività. 

Se d è un divisore comune di <, , c ogni divisore di d è un divi- 
sore comune di 4, È, c: 


de P(a, b,c) > P(d)c Pa, b, c). 


L'insieme (4, b, c) non è vuoto poiché contiene almeno il nu- 
mero 1. 


2 Numeri primi tra di loro nel loro insieme. 
a, b, c si dicono primi tra di loro nel loro insieme se 
(a, b, )= {1} ®© 


a=6 b= 15, c== 35. 


Esempio: 


Abbiamo: 
(60) = {I 2, 3, 6}, 
215) = {1, 3, 5, 15}, 
P(35) = (a 5,7, 35), 
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e, perciò, 
(6) N D(15) n D(A35) = {1}. 


I numeri 6, 15, 35 sono primi tra di loro nel loro insieme. 
Tuttavia non sono primi tra di loro due a due. 


14. Massimo comune divisore di più numeri 


D(a, b, c) è evidentemente finito come Pd), (0) e P(0). 

Esso ammette dunque un elemento più grande che si chiama 
massimo comune divisore di a, b, c e si indica d(a, b, c) 0 più semplice- 
mente d quando non c’è pericolo di confusioni. 

(a) è maggiorato da 4, P(b) è maggiorato da 6, 22(c) è mag- 
giorato da e. Quindi «, 2, c maggiorano l'intersezione: 


ZANP2060N2(1)= Pa, b, €). 
Ci occuperemo solo del più piccolo dei tre numeri: 
min fa, b, c}. 
osservando che: 


sa, b, c) < min fa, b, c}. 


Il teorema fondamentale 5 si può estendere al caso di più numeri 
nel modo seguente: 
Indichiamo con è, il M.C.D. di 4 e 5: 


d,= (a, db). 
Per il teorema 5, abbiamo: 
P(a)NP(0)= Pd). 
Indichiamo con $, il M.C.D. di d, e c: 
dg W0g, 
Per il teorema 5: 


20) N 2) = PD(ds). 
Ora: 


P(a, b, = 2@ANIMN20)=26)N 0. 
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Dunque: 
Pa, b, c) = Dda). 


Dall’identità di questi due numeri discende l’uguaglianza dei 
loro elementi più grandi: 
| Ba, b, c)= da. 
Riassumiamo in un teorema tutte queste proprietà. 


TEOREMA 8. — // M.C.D. di più numeri non cambia se si sostituiscono 
due numeri con il loro M.C.D. 
L'insieme dei divisori di più numeri coincide con insieme dei divisori 
del loro M.C.D. 
Allo stesso modo si estende il teorema 6 a più numeri. 
Conservando le stesse notazioni, applichiamo due volte il teo- 
rema 6. 
é(ka, kb)= kò(a, b) = kò,, 
6(k6,, ke) = kÒ(d,, c) = £Ò,. 
Avremo dunque: 
d(ka, kb, kc) = kéò(a, b, c). 
TroreMA 9. — Se si moltiplicano più numeri per k, anche il loro M.C.D. 
è moltiplicato per k. 


Se ne deduce immediatamente che, se 4 è un divisore comune 
di 4, È, c, si ha: 


9(- b )- d(a, bot}, 


d’ d’° d d 
onde il criferio del M.C.D. di più numeri (stessa dimostrazione che per 
due numeri). 


Affinché sn divisore comune d di più numeri sia il loro M.C.D. è ne- 
cessario e sufficiente che î loro quozienti esatti per d siano primi tra loro nel 
loro insieme. 


15. Criterio del m.c.m. di più numeri 


Consideriamo più numeri 4, 6, c. Per il loro m.c.m. 


u= p(a, b, €), 
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si determina: 
. Ha = s(a, b), 
e poi: 
u= u(py, è). 
Per la relazione (8) (v. par. 12, osservazione), se # è un multiplo 
di «, b, c abbiamo: 


mm mn mm m 
(EI (LT) 
a’ b Hi Hi € p 


Applicando il teorema 8, si ottiene: 


mom mm n 
ol a+ 
(2 b n) J7. 


; ; m : 
Perché #7 = w, è necessario e sufficiente che — = 1, cioè: 
17) 


(EE) 
n° de 


Criterio del m.c.m. — Perché un multiplo comune m di a, b, c sia 
il loro m. c. m. è necessario e sufficiente che i quozienti esatti di m per a, b, c, 
siano primi tra loro nel loro însteme. 


V. Applicazioni 
i 
16. Teorema 10. — Se un nuzzero divide un prodotto dm due fattori ed è 
primo con wo di essì, divide l’altro. 


Siano 4 e 4 due numeri primi tra di loro e supponiamo che 4 
divida be. Dimostriamo che 4 divide c: 
(dla, b)=1 e ca|b) > dale 
Infatti: 
6(a, 6) =1 > dla be) =. 
Poiché evidentemente: 4 | ac: 


(ala e alb) => ad, be) (teorema 5) 
ossia: 
ale. 


207 


I numeri naturali 


Dimostriamo ora il seguente teorema: 


Trorema 11. — // M.C.D. di due numeri non muta quando si molti- 
plica uno di essi per un numero primo con l’altro numero: - 


bla, b)=1 > éÉla, be)= dla, <). 


Siano 4 e b due numeri primi tra di loro e un numero qualsiasi. 
Consideriamo il M.C.D. dei tre numeri 4, 46, be. 


dla, ac, be). 

Per il teorema 8, questo M.C.D. non cambia se si sostituiscono 
due qualsiansi di questi tre numeri con il loro M.C.D. 

1) Cominciamo con il calcolare d(4, ac). Si ha 

ala > dla, a)=a (par.9; caso partic.) 
e perciò: 
(a, ac, be) = d(a, be). 
2) Calcoliamo poi d(40, 4). Abbiamo: 


d(a, b)=1 => dla, be)=c 
e pertanto: 
d(a, ac, be) == d(a, €). 


Se confrontiamo i risultati ottenuti, si ottiene: 
d(a, be) = d(a, c). 


l.a proprietà è cosi dimostrata. 


17. Divisibilità per un prodotto di numeri primi due a due 


Trorema 12. — Se 4n numero è divisibile separatamente per dei nu- 
meri, primi a due a due, lo è anche per il loro prodotto. 


Siano 4, b, € dei numeri primi fra di loro a due a due. Dimostria- 
mo che: 
(alan e bla e cl) > abe | n. 
Infatti: 
aln = Hq n= aq. 
bjn => bag 


2A 


rp ini EI 
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Poiché b è primo con 4, esso divide 9 (teorema 10). 


big > dg, 9= bg 
onde: 


ca. 3 I e cabin. 
Possiamo continuare nel ragionamento: 
cla > clabg. 


Essendo c primo con 4, esso divide bg,, ed essendo primo con b 
divide gi: 
ela > Ha = Iv 
onde: 
n= abcqg, 
abe | n. 


Numero primo con i fattori di sm prodotto. 


‘Trorema 13. — Se un numero è primo con i fattori di un prodotto è 
primo anche con il prodotto. 


Consideriamo un numero # primo con ciascuno dei numeri 
a, b, c. Abbiamo: 
> 


Ba, a) =1 > di, db)=1 (teorema 11) 
d(a, ab)=1 > dla, ab) =1 (id.) 


VI. Calcolo numerico del M.C.D. e del m.c.m. 


18. Il calcolo del m.c.m. (0 del M.C.D.) di più numeri si riduce, ogni- 
qualvolta se ne avverta la necessità, al calcolo del m.c.m. (o del M.C.D.) 
di due numeri. 

Per due numeri 4 e è basta conoscere uno dei due numeri: 


u= p(a, b) d= d(a, b) 
per ottenere l’altro, applicando il teorema 7: 


ab= pò. 
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Si potrebbe calcolare 4 servendosi della sua definizione. 

Si osservi che 4 < 4h e u> max {a, bd}. 

Supponiamo « > è. Allora appartiene all’intervallo (2, 4b). 

In questo intervallo, sbarriamo i multipli di 4 da una parte ed i 
multipli di & dall’altra. Il numero più piccolo sbarrato due volte è 
il m.c.m. 

Questo metodo costruttivo è troppo lungo, non appena i nu- 
meri 4 e è sono un po’ grandi. 

Per un calcolo numerico rapido, si comincia spesso calcolando 
il M.C.D. é(4, 5) con il metodo delle divisioni successive di Euclide. 
(Nel capitolo seguente accenneremo ad altri procedimenti.) 


19. Calcolo del M.C.D. di due numeri 


Supponiamo 4 > b. 
Quando è | 4, il calcolo di d(4, 6) è immediato (v. par. 9; caso 
particolare): 
bla => dla, b)=b. 


Quando È non divide 4, si sostituiscono i due numeri 4 e è con 
due numeri inferiori aventi lo stesso M.C.D. 
Per fare questo, ci si basa sul lemma seguente: 


LEMMA. (L) — Se e è #/ resto non nullo della divisione euclidea di a per b 
(a > b), abbiamo: i 
6(a, b)= d(b, r). 


Fseguiamo la divisione euclidea di 4 per b: 
a=bg+r r<b. 


Se r #0, abbiamo g7#0 (perché a > b). 
1) Sia de D_ (4, b). Allora: 


db => d|bq 
e perciò, 
(dja e djbg > dia—-bgq => d|r 


(v.c. 7; P,) dunque: 
de D(b, r). 
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Riassumendo: 


de D(a, b) > 
ossia 


de D(b, r), 


P(a, bhe DL, r). 


2) Inversamente, per ogni de D(b, r), si ha ancora d|bg €, 


per conseguenza, 


(d|bg) e dir > djbg+r > 
onde 
de D(a, db). 
Riassumendo: 
de D(b,r) > de Da, db), 
ossia 


Pb, r)c Da, db. 


Confrontando i risultati di 1) e 2), si ottiene: 


Da, b) c D(b, 1). 


d\a , 


Questi due insiemi identici hanno lo stesso elemento massimo: 


ba, b)= d(b, r). 


Algoritmo di Euclide — Sia a>b. 


Eseguiamo la divisione euclidea di 4 per d: 


a=bqg+7 


Se r= 0 abbiamo: 


r<h. 


S(a, b) = b 


ed il calcolo è cosi terminato. 


Se r:40, per il lemma (L), abbiamo: 
d(a, b) = d(b, r). 


Eseguiamo allora la divisione euclidea di % per r: 


b=rq+ fa 


rr 
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Se r,= 0, abbiamo: 

ì d(b, r)=r 

e, per (L): 
6(a, b)= d(b, r)=r. 


Il calcolo è terminato. ì 
Se r, 40, abbiamo: 


bla, b)= d(b, r)= d(r, ri). 


Eseguiamo ora la divisione euclidea di r per ri, e cosi di seguito. 
Se, alla (r-+ 1)ma divisione, nessuno dei resti è nullo, si ha: 


dla, b)= d(b, r)= dr, ra) = 0 = dfn Fa), 
b>r>r,> ar) D> Frei > fa: 


L'insieme di tutti i resti forma una successione strettamente de- 
crescente e quindi di numeri tutti distinti. Esso forma una parte? di N. 
Questa parte è finita, perché maggiorata da b (v.c. V; teorema 4). 
Esiste perciò un intero # tale che la divisione di r,.1 per fx dà 
un resto nullo: 
Pag = 0. 


Se infatti nessun resto fosse nullo, le divisioni potrebbero sus- 
seguirsi indefinitamente, e l'insieme dei resti non sarebbe finito. Si 
ha dunque: 

HIHneN ray; =0 
e 


B(a, b) = d(rir fn)" fn 
Il M.C.D. di 4 e db è l’ultimo resto non nullo di questa successione 
di divisioni. 
Esempio. — Nel sistema decimale, sia: 
a= 476  b= 364. 
476 = 364 x1+ 112; 


364= 112 x 3+ 28; 
112= 28x44+0. 


1 divisione 
2 divisione 
3 divisione 
8 L’unione {1, 3, 3, 5, 5, 5, 7} non è una parte di N, in quanto i suoi elementi non 


sono distinti. 
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Abbiamo trovato un resto nullo ed il calcolo è cosi terminato. 
L’ultimo rèsto non nullo è 28 e quindi: 


8(476, 364) = 28. 


disposizione pratica. 
1 3| 4 
476 364 | 112 | 28 
112| 28) 0 


Si mette il quoziente euclideo sopra il divisore corrispondente 
per poter concatenare le divisioni le une alle altre. 


Esercizi 


1. Distributività dell'operazione £A rispetto alla riunione. 
Sia £ un numero naturale non nullo; dimostrare che: 


K(A U B)= (KA) U (KB). 
2. Dimostrare le due seguenti relazioni: 


k9 (a) c P(ka), 
kD(a, b) c D(ka, kb). 


3. Calcolare il M.C.D. e poi il m.c.m. dei seguenti numeri: 


a) 1050 e 735; 
b) 306 e 198; 
c) 255 @ 17 
d) 8330, 5775 e 210. 


4. Calcolare il M.C.D. e poi il m.c.m. dei seguenti numeri: 


a) n e n+1 
b) n e 2a+1 (n e N) 
c) n+1 e 2041. 
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5. Dimostrare che, per un » € N qualsiasi, i numeri 


a=n(n4+ 1) (#42); 
b=s + 11n; 
c=n(254 1) (a+ 1); 
d= n(n+ 1) (22+1); 


sono divisibili per 6. 
6. Nel sistema decimale, trovare le cifre x e _y di guisa che: 
1159 
sia divisibile per 63. 
| 7. Dimostrare che, per un n € N qualsiasi: 


a) il numero — x è divisibile per 6, 
b) il numero n5— » è divisibile per 30, 
c) il numero n° — w è divisibile per 42. 


8. Risolvere i seguenti sistemi: 


: (x+gy = 24 e 
() |3(x, ) = 16 0) la, )=12 
xy= 9072 | xy = 51 840 
(€) |3(x, y) = 18 Cla = 
9. Risolvere i seguenti sistemi: 
xy = 51 840 a: 
R) Tute) 210 O) iu, = 6720. 


10. Sia A una parte di N*: qual è l’elemento più piccolo del- 
l'insieme B dei numeri naturali che, divisi per # € A, danno per 
resto a — 1? 

Applicazione: 

A= {4,9, 12}. 


11. Dimostrare che: 
dla, b)=1 > bdle+d, ab)= 1. 
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Quale condizione deve verificarsi perché: 
dla, b)=1 > de’, 4+65)=1? 


12. Calcolare 3(48, cb, b*) e 4(a, ab, b*) in funzione di d= d(4, 5) 
cu= pla, b). ea 


13. Dimostrare che: 


d(a, b)= d(7a + 25, 174 + 56), I 


e, più in generale (mr, n, e, ne N): 
mi — m'n=) > dla, b)= d(ma + nb, mat nd). 
14. Dimostrare che 


Sa, n)=1 


sca asd > x==)J (mod a). 


15. Siano 4 e è due numeri primi tra loro, superiori a 1. Consi- 
deriamo la parte P di 4 (a): 
P= fa, 2a, 3a,...,(b— 1)a}, 


ed eseguiamo la divisione euclidea degli elementi di PP per £. 


1) Dimostrare che i è — 1 resti ottenuti sono distinti e che 
nessuno di essi è nullo. 


2) Se ne deduca che esiste un numero naturale x tale che: 
b|ax—1 


(se si suppone x < è, x è unico). 
3) Dimostrare che: 


d(a, b)=1 è x, yeN ax—by=1 


oppure 
by ax = 1. 


16*. 1) Risolvere l’equazione: 


(1) 15x — 8y= 1. 
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Cominceremo con il cercare una particolare soluzione (x07o) 
formata dai più piccoli numeri possibili. 
2) Risolvere l’equazione: 
(2) 15x — 8y= 7. 
17*. Consideriamo una successione di numeri: 
Taty Big < cri si 
definita per ricorrenza nel modo seguente: 


a,= 0 4=1 443= ap: +4 


a) Scrivere i primi dieci elementi della successione nel sistema 
decimale. 
b) Dimostrare le relazioni: 


a+ 4,4: +4,= Gy4a — 1, 


An+p+i = Indp + 4n+14p+1 


per n e f qualsiansi. 

c) Dimostrare che 4,1, € 4,4: SONO primi fra di loro. 

d) Dimostrare che il M.C.D. di 4,, e a, è 43, quando si chiami 
è il M.C.D. dimen. 
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I numeri primi 


Per completare l'esame delle proprietà fondamentali di 
N, bisogna dedicare largo spazio allo studio dei numeri primi. 
Oltre agli elementi che vengono tradizionalmente esaminati in 
proposito, daremo la dimostrazione della regola che dà la solu- 
gione del seguente problema: “* riconoscere se un numero è primo”. 
La costruzione dell’insieme dei divisori di un numero occupa 
qui una parte preminente, come le regole per ottenere rapida- 
mente il M.C.D. 0 il m.c.m. di più numeri. 


1. Esistono numeri naturali che non hanno altri divisori all’infuori 
di se stessi o dell’unità. 


Esempi. — 1; 2; 3; 5. 


Un tale numero }, ad eccezione di 1, ha solamente due divisori: 


Dp)= {1, p} 
Il numero 1 ha un solo divisore: 
2) {1}. 


Nella teoria che stiamo per esporre, noi non considereremo, 
salvo avviso contrario, il numero 1, e considereremo l’insieme N' 
dei numeri naturali x tale che x > 1. 

In questo insieme N', si ha la seguente definizione: 


Dermnizione. — Un numero si dice primo quando è divisibile solo per 
1esso. NATI 
se stesso def 


Se indichiamo con (4) la parte N costituita dai divisori di 4 
diversi da 1, abbiamo: 


p primo «> 2p) =} ; 
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2. Le proprietà discendono quasi immediatamente dalla definizione. 
1) Cominciamo con il considerare un numero primo f ed un 
numero 4 non divisibile per f. 


D'p={f} e PED. 


Dimostriamo che 4 e ) sono primi tra di loro. 
Infatti, dalle ipotesi precedenti si deduce: 


2—'ANP'= Di 


4 e p non hanno alcun divisore comune in N': essi sono primi tra 
di loro. 


| sa | Se p è primo e non divide a, abbiamo: 
Up, get 


2) Consideriamo un divisore primo p di un prodotto abc. 
Se p non divide 4, è primo con 4 (P,). 

Divide dunque be (v.c. XII, teorema 10). 

Se p non divide è, è primo con è (P.). 

Poiché p divide br, divide anche <. 

Si può quindi affermare che: 


o 
Pa Se un numero primo divide un prodotto di fattori, divide almeno 
uno di essi. 

3) Supponiamo ora che i numeri(@#@f9 precedenti 4, 4, € siano 
primi. Se il numero primo divide abc, esso divide uno dei fattori 
del prodotto (P.). Esso è quindi xgua/e a questo fattore. 


Se un numero primo divide un prodotto di fattori primi, esso è 
uguale ad uno di essi. 


3. Indichiamo con P l’insieme dei numeri primi: esso è una parte di 
N'. Un numero di N” che non appartiene a P si chiama “ w4zzero 
non primo”. 

Consideriamo un numero non primo 4: 


aé P. 
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L’insieme 2'(4) dei divisori di 4: 


D'a= {4 ..., 4} 


Se d non fosse primo, ammetterebbe almeno un divisore d' e N' 
con d' < d, e si avrebbe: 


(d'|d e da) > d'a. 


Perciò d' e D'(a), e d' sarebbeme strettamente inferior@ all’ele-' 
mento più piccolo d di P'(d). Contraddizione. 


} 
! 
| ammette un elemento più piccolo 4 e N”. Dimostriamo che 4 è primo. 
| 
| 


Dunque de P. 
Teorema 1. — Qualsiasi numero non primo possiede almeno un divi- 
sore primo. 
} 
} Osservazione. — Da de D'(a) si ricava l’esistenza di un numero 
a' € N' tale che: 
a= da' 
a' e D'(dÌ. 


Ma poiché d è l’elemento più piccolo di 2'(4), risulta: 
ds a'. 
Moltiplicando per 4, se ne deduce che: 
d'< a'd, cioè d’°<a. 
Ne consegue il teorema seguente: 
ina cod 
» TeorEMA 2. — Se mon c’è tima nessun dilame primo tale che d° <a, 


‘a è allora primo. divisore 


Se infatti 4 non fosse primo, il suo divisore più piccolo 4 sarebbe 
{ primo, e, da quanto abbiamo detto dianzi, 4* < «. L'ipotesi del teo- 
| rema 2 sarebbe in tal caso contraddetta. 


@ Dimostriamo che l'insieme P dei numeri primi è infinito. Suppo- 
niamo che esista un numero finito # di numeri primi: 


Lo 


E Poli daccabl 
e dimostriamo che si cade in una contraddizione. 
i Quel x l'umuido ougivel del teora. 
Ned: diko fl comando. 219 


I numeri naturali 


L'insieme P ammetterebbe in tal caso un elemento più grande, 
indicato f, (v.c. V, teorema 2). Consideriamo il numero: 


a= Di Pa °° Pat 1 


ottenuto aggiungendo 1 al prodotto degli r numeri primi. Evidente- 
mente: 


4a > Pa 


1) Se 4 e P, esisterebbe in P un elemento « strettamente supe- 
riore al più grande elemento f,, e questa sarebbe una contraddizione. 

2) Se a & P, 4 avrebbe almeno un divisore primo 4 (teorema 1). 
Da de P discenderebbe allora: 


d| pf: paia Puo 
poiché 4 sarebbe uno dei fattori del prodotto. Dalle due relazioni: 
d|a € di fi: 0% Pu 
seguirebbe: 
sr: djaT— piPa << Pa 
cioè: 
d}1. 


Questa è però una contraddizione, in quanto de N°. 
Riassumendo, in ambedue i casi possibili in cui 4 € P ed 4 é P 
si arriva ad una contraddizione; si può dunque affermare che: 


uarde) Trorema 3. — L'insieme P dei numeri primi è infinito. 


5. Costruzione di una tavola di numeri primi 


Una tavola di numeri primi è la parte di / costituita da numeri 
primi al più uguali ad un numero dato 4. Ecco un sistema per co- 
struire una simile tavola. 

Si considerino i numeri naturali dell’intervallo: 


(2; 2) = 34,133. 
e si eliminino da questo intervallo i numeri non primi in questo modo: 


2 è primo: si sbarrano tutti i multipli successivi di 2. 
3 è primo: si sbarrano tutti i multipli successivi di 3. 
5 è primo: si sbarrano tutti i multipli successivi di 5 ecc. 
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Dopo avere sbarrato tutti i multipli di un numero primo si in- 
dichi con p il numero più piccolo non sbarrato” Tutti i numeri primi in- 
feriori a ) risultano identificati, e tutti i multipli di questi numeri 
sono sbarrati. 


1) Dimostriamo che f è primo. Se infatti non lo fosse, ammette: . 


rebbe almeno un divisore primo 4 < f (T1) è sarebbe sbarrato per- 
ché multipio di 4. Contraddizione. i 

Il numero più piccolo non sbarrato f è dunque primo. 

2) Inoltre, ogni numero non sbarrato dell’intervallo semiaperto 
a destra ( Di 2 è primo. i a x 

Infatti, siam» 2 e (), 2°{ e sia 4 non sbarrato. 

Poiché £ non è sbarrato, non ammette nessun divisore primo 
d < p, ossia d° < p°, e, a fortiori, poiché b < p*, b non ammette nep- 


pure alcun divisore primo cutanee d° < D. 
Per il teorema 2, è è quindi primo. ted tea dl 
Per conseguenza: 
se f° < a, si eliminano i multipli di p diversi da p; 


ta: 


se ° > a, la costruzione è terminata ed i numeri non primi . 


di (2, 4) sono tutti eliminati. La tavola è costruita. 


Dia Nel caso in cui f* < 4, si devono eliminare i 
multipli‘successivi a p. Si osservi a questo proposito che certi multipli 
di p sono già eliminati come multipli di numeri primi inferiori a p. 

Questo accade per esempio per i prodotti per f dei numeri sbar- 
rati di (p, p°(- 

Perciò, i multipli di ) inferiori a p? che non sono stati eliminati e 
che dovrebbero essere sbarrati prima di tutto, sono i prodotti per f 
dei numeri primi (o non sbarrati) dell'intervallo (2, p°(. Fatta questa 
eliminazione, il successivo multiplo da sbarrare è f?. 


Esempio. — Supponiamo < sufficientemente grande perché (2, a) 


contenga tutti gli elementi di questo esempio. 


Supponiamo già eliminati i multipli di 2 e di 3. 
Il primo numero non sbarrato è 5 ed è primo. 
Inoltre tutti i numeri non sbarrati (cioè non multipli di 2 o di 3) 


‘ dell’intervallo (5, 5°( sono primi. Essi sono: 


AR A 0 IG ID € I) 


I primi multipli di 5 che devono essere sbarrati (se 4 > 25) sono 
i prodotti per 5 dei precedenti numeri primi: 


lisa dei MU IMErt pPlmi (ecre AR sbarrati) 
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S x5= 25; 5x7=35; 5x11= 55; 5 x13= 65; 
5 x17=85; 5x19=95 e 5x23=155. 


Il multiplo successivo di 5 da sbarrare è 5° = 125 e si continuano 

a sbarrare i multipli di 5 dopo 125. nn | 
‘’—Eliminati tutti i multipli di 5, si cerca il più piccolo numero non 
sbarrato della tavola: 7. 

Tanto 7 quanto i numeri non sbarrati dell’intervallo (7, 7 
sono primi. Sono i.numeri di questo intervallo che non sono multipli 
di 2,3 0 5: 

7: 11; Di 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47. 
— ———I“BT—- — I 
identificati precedentemente 

I primi multipli di 7 che si devono sbarrare (se 4 > 49) sono i 

prodotti per 7 dei numeri precedenti: 


7x 7= 49, Ts T6 Tx 13= 9h 
7Tx17= 119, Tx 192133 7x23=161, 
7x29= 203, TRIAL =Z47, 1 X3T=259, 
7x41= 287, 7Tx43= 301, T <47= 320. 


Il successivo multiplo da sbarrare è 7° = 343. 
Questo metodo per costruire una tavola di numeri primi porta 
il nome di crivello di Eratost@ne. Riassumiamolo: 


Crivello di Lîratostene. 


Per costruire la tavola dei numeri primi appartenenti a (2, a) 
si eliminano successivamente da questo intervallo: 


i multipli di 2 a partire da 2°, 
i multipli di 3 a partire da 3°, ecc. 
Fatta l’eliminazione dei multipli di un numero primo: 
1) Il numero più piccolo non sbarrato ) è primo come i nu- 


meri non sbarrati di (p, *(- SULLE 
2) I primi multipli di p, non ancora eliminati e che si devono 
sbarrare sono i prodotti per f dei numeri primi di ( Di PI. Il succes- 
sivo multiplo di p da sbarrare è p°. ne 
La tavola è costruita quando si è ottenuto il numero più piccolo 


p tale che p° > 4. 
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Esempio. — Tavola dei numeri primi inferiori a 300. 

Scriviamo i numeri dell’intervallo (2, 300) esclusi i multipli di 2, 
a partire da 2° (v. fig. 28). 

Sbarriamo ora i multipli di 3 a partire da 3? che già non sono stati 
eliminati, i numeri cioè del tipo 3 + 6k(4 > 1). 


EBEREESSEARSKINRR 


5 
V.: 
# 
65 
85 

wi 
125 
#6 
166 
186 
206 
28 
246 
266 
286 


Fig. 28. Costruzione della tavola dei numeri primi inferiori a 300. 


I numeri non sbarrati dell’intervallo (5, 5*( sono primi. Elimi- 


‘ niamo i multipli di 5, ed i primi multipli da sbarrare saranno, come 


già abbiamo visto: 
d, Sa, 35, 65, a » Ho e Pa 


(Praticamente è più semplice sbarrare i numeri che finiscono per 
5 e che già non sono stati eliminati.) 
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Fig. 29. Tavola dei numeri primi inferiori a 1000. 


I mimeri primi 
I numeri non sbarrati dell’intervallo (7, 49( sono primi. Poi- 
ché 7° > 300, i soli multipli di 7 da eliminare sono: 
49, 77, 91, 119, 133, 161, 203, 217, 259, 287 
(abbiamo preso dall’esempio precedente solo i multipli inferiori a 
sr numeri non sbarrati dell’intervallo (11, 121( sono allora primi. 


I soli multipli di 11 da eliminare dalla tavola sono i prodotti inferiori 
a 300 di 11 per dei numeri primi di (11, 121(. Essi sono: 


11x11=121, 11 x 13= 143, 11 x 17= 187, 
11 x 19= 209, 11 x 23= 253. 


I numeri non sbarrati dell’intervallo (13, 169( sono primi. I soli 
multipli di 13 da sbarrare sono: 


13 x 13= 169, 13 x 17 = 221, 13 x 19= 247, 
13 x 23 = 299. 


I numeri non sbarrati dell’intervallo (17, 189( sono primi. Il 
solo multiplo di 17 da sbarrare è: 


17 x 17 = 289. 
Il numero successivo più piccolo non sbarrato, 19, verifica: 
19? > 300. 
La tavola è dunque completa. 


La figura 29 rappresenta la tavola dei numeri primi inferiori a 
1000. 


n 6. Riconoscere se un numero è primo 


Problema. 


Dato un numero a, riconoscere se esso è primo. 


La risposta è fornita dal teorema 2: 
4 è primo se non ha alcun divisore primo 4 tale che d*< 4. 
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Si eseguiranno le divisioni euclidee di 4 per i numeri primi 
nell’ordine naturale: . 


P={2, 3, 5, 7,...} 


per vedere se un tale divisore d esiste o non esiste. , 

Se una di queste divisioni dà un resto nullo (si potrà nei casi 
possibili, utilizzare i caratteri di divisibilità del c. XI) il numero 4 
non è primo. 

Se nessuna di queste divisioni dà un resto nullo, si smette non 
appena si trova un divisore tale che d? > 4 e si conclude che 4 è primo. 


Esempio. 


1) 2= 2123. 
Questo numero 4 non è divisibile per 2 o 3 0 5 (v.c. XI). È ipu- 
tile eseguire la divisione per 7 perché si vede che a è divisibile per 11: 


@+1)-@+2)=0 


2123 non è dunque primo. 
2) a= 313. 
Questo numero non è divisibile (v.c. XI) per nessuno dei nu- 
meri primi: 
2,3, 5, 11. 


Eseguiamo le divisioni euclidee successive per: 
È, 1 1a 
313= 7x44+5, 
313=13 x 2441, 
313= 17 x 18+7, 
313 = 19 x 16+9. 


Osserviamo qui che la divisione per 19 è la prima che dà un quo- 
ziente inferiore al divisore. Si verifica facilmente che: 


173<313 e 19*2>313, 
19 è quindi il numero primo più piccolo p tale che p° > 313 e 


non esiste perciò nessun divisore primo f di 313 per cui f? < 313. 
313 è un numero primo. 
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Cerchiamo ora di enunciare una regola generale, e, a tale scopo, 
consideriamo l’insieme P dei numeri primi, e sia 4 un numero dato 
di N. 

Indichiamo con A la parte di P definita nel modo seguente: 

£, è l’insieme dei numeri primi f tali che la divisione euclidea 
di 4 per f dia un quoziefité strettamente inferiore a p. 
Se q è il quoziente euclideo: 


(1) da <a <P(+ 1) 
per definizione si ha 
peh © bDd>q 


<A ° 


1) Dimostriamo che: 
pel => Dp>a 
Infatti p e A, significa che f > q. Ofa, 
d>qIA > Dd>IGHYI 
e, moltiplicando per fp: 
P> p(4+ 1) 
e, tenendo conto della (1): 
p>a. 
2) Dimostriamo che: 
DER > P<a. 
Infatti, ) € £ significa che p< g. Ora, 
d<zg > P<PI 


. e, tenendo conto della (1): 


P< a. 
Riassumendo abbiamo: 


pel © DP*>a. 
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L'insieme P. è infinito, poiché contiene tutti i numeri primi il 
cui quadrato supera 4. Per il teorema 3 del capitolo V, Z ammette 
un più piccolo elemento fe 

Nella successione delle divisioni euclidee di 4 per i numeri 
primi p considerati nell'ordine naturale, risulta essere f, il numero 
primo che per la prima volta dà un quoziente inferiore al divisore. 
Se ciascuna delle precedenti divisioni non ha dato un resto nullo, 
questo significa che 4 non possiede nessun divisore primo f tale che 
p'<a 

a è perciò primo. 

Possiamo quindi enunciare la regola seguente: 


RecoLA. — Per riconoscere se un numero a è 0 non è primo, si eseguo 
no le divisioni euclidee per i numeri primi nell’ordine naturale: 


P= {2, 3, 5, 7,11, 13,...}. 


Se una di queste divisioni dà un resto nullo, a non è primo. 

Se nessuna divisione dà un resto nullo, si interrompono i tentativi allor- 
ché il divisore supera il quoziente euclideo corrispondente e si conclude che a 
è primo. 

(Nell’esercizio 7 proponiamo una modifica vantaggiosa a questa 
regola.) 


7. Scomposizione in fattori primi 


Sia 4 un numero non primo. Dimostreremo ora che 4 è un pro- 
dotto di numeri primi. Una volta ottenuti questi numeri primi, si dice 
di avere scomposto 4 in fattori primi. Dimostreremo poi che questa 
scomposizione è unica, a meno dell’ordine dei fattori. 

Esistenza della scomposizione. 


Il numero non primo 4 ammette almeno un divisore primo f, 
(teorema 1). Esiste quindi un numero naturale 4, tale che: 


a= pa, piEP, a<a. 


Se 4, € P, l’esistenza è stabilita. 
Se 4, & P, a, ammette almeno un divisore primo ) (teorema 1). 
Esiste allora un numero naturale 4; tale che: 


a\= Pal pae P, 4,<4 
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cioè, riassumendo: 


a= PiPsin Pu Pape P_ dagca<a. 


Se a,€ P, l’esistenza è stabilita. 
Se 4,4 P, 4, ammette almeno un divisore primo ps. 


î 4 =» 
Fsiste allora un numero naturale 43 tale che: 


ar = da, pe P_ a<1,3, 
cioè, riassumendo: 
a= Di Pa PsAs, v29 Pa p3 € P, dr << <A. 


Se 43€ P, l’esistenza è stabilita. 
‘Se 43 € P, si applica ancora il teorema 1, e cosi di seguito. 
Continuando in questo modo, alla #"* operazione, si otterrà: 


a= dibr **- Pn Any 


con 
Pa Da Pe P 
da>4A,j>dg > RES > dn 


L’insieme degli 4; è una successione strettamente decrescente, e 
dunque costituita da mumeri diversi l’uno dall’altro. Tale unione è 
una parte di N. Poiché è maggiorata da 4, è anche finita (v.c. V, 
teorema 4). Esiste perciò un intero # tale che 4, sia primo, altrimenti 
potremmo continuare indefinitamente la decomposizione e l’insieme 
degli 4, non sarebbe finito. 

Se, per questo numero #, poniamo: 


. . dn = Put 
si ottiene: 


a= Pif: 0° PaPn4v con Pu p29 «003 Paga E P 
e l’esistenza è stabilita. 


Osservazione. — Se a è primo, resta tale con n= 0: 4= fi 


Unicità della scomposizione. 


Supponiamo di avere ottenuto due scomposizioni per il numero 4 


(1) a= pipa Pa Di + dec pat 
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Dimostreremo che queste due scomposizioni sono identiche a 
meno dell’ordine dei fattori. 

Infatti, f, divide il primo prodotto e quindi divide il secondo. 

Pi è dunque uguale ad uno dei fattori di questo prodotto. (Pro- 
prietà P,.) Indichiamo questo fattore con f{, cambiando, se neces- 
sario, la numerazione dei fattori del secondo prodotto: 


Pi = Pi 
Dividiamo i due prodotti per f,. Si ottengono due numeri uguali: 
(2) Pa 0 Pa = dI «è dh 


Rifacciamo lo stesso ragionamento: ), divide il primo pro- 
dotto (2) e divide perciò anche il secondo. Esso è quindi uguale ad 
un fattore di questo prodotto, sia esso p;: 


Pa = dr 


Dividiamo i prodotti (2) per ), e ricominciamo. 
Potremo alla fine identificare gli ” fattori del prodotto (1), con 
altrettanti fattori del secondo. Se ne deduce: 


n<un. 


Ma, scambiando il ruolo delle due scomposizioni potremmo ri- 
fare il ragionamento partendo dai fattori del secondo prodotto 
(1), identificando gli n’ fattori di questo prodotto con altrettanti del 
primo prodotto, e dedurne: 


n<n. 
Risulta dunque x = #°, ed abbiamo cosi ottenuto l’identifica- 
zione delle due scomposizioni. 


TEOREMA 4. — Ogni numero non primo è il prodotto di fattori primi. 
La scomposizione è unica, a meno dell'indice dei fattori. 


Osservazione. — In questa scomposizione, è possibile che taluni 
fattori siano uguali. Per non complicare eccessivamente le notazioni, 
indicheremo con 4, 6, c, ..., / i fattori primi distinti della scomposi- 
zione di un numero #, con a, 8, d, ...,% i numeri delle volte in cui 
questi fattori appaiono nella scomposizione. Allora: 


n= abBer ... 12, 
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Pratica della scomposizione nel calcolo numerico. 
© Vogliamo stomporre un numero # in fattori primi; 
In generale si prova con i numeri successivi di: 
P= {2,3,5,7,11,--.}, 
aiutandosi, se possibile, con i caratteri di divisibilità esposti nel' ca- 
pitolo XI e con il metodo esposto in questo capitolo per riconoscere 
se un numero è primo. 


Esempio. — 1) n= 5454 Disposizione pratica 
5454 è divisibile per 2 i + 54542 
Scriviamo sotto il quoziente corrispondente + 27273? 
2727 è divisibile per 9= 3?; quoziente > 303 |3 
303 è divisibile per 3; quoziente - 101 | 101° 
101 è primo; la scomposizione è terminata. 
5454=2 x 3% x 101. 

2) n=8 085. 
Per i caratteri di divisibilità, 8 085 è divisibile per 3, 5, 11. 
8085 è divisibile per 3 + 8085/3 
2 695 è il quoziente corrispondente che è divi- 

sibile per 5 -+  2695/5 
539 è il quoziente corrispondente, che è divi- 

sibile per 11 > 539 | 11 
49= 7? - 497° 


La scomposizione è terminata: 
8085-=3XK5xPB XU, 


3) m= 64000. 
Scriveremo successivamente: 
n= 64 x 1000, 
m= 82 x 103, 
n= (299 x (2x5), 
n= 2° x 53. 


8. Applicazioni ai multipli ed ai divisori 
Consideriamo un numero # scomposto in fattori primi: 


n= abi ... 12, 
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Diremo che: 
“ n contiene il fattore primo 4 con l’esponente a”, oppure 
che ‘il fattore primo 4 appartiene a # con l’esponente a ”. 


Multipli di sm numero. 
Sia # un multiplo di d. 
ne 4A(d) <> n= dg. 
Consideriamo la scomposizione in fattori primi di d: 
d= a°hf ... 13, 
risulta: 
n= (a°b8 -.. 13) - q. 


Se il fattore primo 4 appartiene a 9, appartiene allora a # con un 
esponente superiore ad «. 

Se il fattore primo 4 non appartiene a g, appartiene allora a » 
con un esponente uguale ad a. 

Un multiplo » di 4 contiene dunque tutti i fattori primi di 4 
con un esponente almeno uguale. 

Reciprocamente, supponiamo che un numero # contenga ogni 
fattore primo di 4 con un esponente almeno uguale. 

Dimostriamo che: 


ne A (d). 
Infatti, sia: 
d= a°b8 ... 12, 


Scriviamo lo sviluppo di n cominciando con tutti i fattori primi 
di 4 che contiene per ipotesi, e raggruppiamo gli altri fattori in un 
solo numero g': 


n= ah ... 1°. q', 
con 
da lidia Ph 


Le differenze a’ — a, 8" — f, ..., 4' — A esistono. Si può dun- 
que scrivere: 


n= (a°b8 eu 12) (ao-9 bB-8... [R-2)g', 
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cioè: 
n=d- q. 


Possiamo dunque enunciare il: 


Teorema 5. — Perché n sia multiplo di d, è necessario e sufficiente . 
che n contenga ogni fattore primo di d con un esponente almeno uguale. 


Divisori di ‘un numero. 
Sappiamo che: 
ne 4(d) > deD(n. 


Dal teorema 5 risulta dunque che: 


Affinché d sia divisore di n, è necessario e sufficiente che ogni fattore primo di 


d appartenga ad n con un esponente almeno uguale. 
Costruzione dî Dn). 
Per fissare le idee, supponiamo che: 
n= ache. 


Quanto stiamo per dire, può immediatamente estendersi al caso 
di un numero più elevato di fattori primi. 
Per il teorema 5, 
de Din) «è dz abe, 
con 
x E (0, a), 
ve (0, 8), 
ze (0, 7) 


Per ottenere tutti questi numeri 4, formiamo una tavola in cui 


. la prima riga sia costituita dalle a + 1 soluzioni particolari: 


3J=Zz=0 e x € (0, a), 
la seconda linea costituita dalle 8 + 1 soluzioni particolari: 


z=x=0 e yedl0, £), 
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la terza riga costituita dalle y+ 1 soluzioni particolari: 


x=y=0 e zelo, y}: 


g=Zz=0 1, 4, a, ,a° 
g=x=0 1, b,bP,..., bf 
x= y= 0 1,0, ...,0* 


Se si prende uno ed un solo numero per ciascuna riga e si ese- 
gue il prodotto dei tre numeri cosi scelti si ottiene un divisore 4 
di 7. 

Abbiamo 1+ « possibili scelte di 4 nella prima riga. 

Fatta la scelta di 47, abbiamo 1+ / possibili scelte di 4v nella 
seconda riga da associare a questo 45. 

In definitiva abbiamo dunque (1+ «) (1 + /) possibili scelte 
del prodotto 476. 

Fatta questa scelta di 452, restano 1 y possibili scelte di c° 
da associare a questo 47". Complessivamente dunque abbiamo: 


(1+a)(1+)(1+ 7)  divisorizdi ». 


Esempio. — Costruzione di (540). 
Abbiamo 540= 22 x 3 x 5. Il cardinale di (540) è 


(1+2)(1+3)(1+1)=24. 


Costruiamo la tavola: 


1 
1 
1 


un LU N 
ww 
1%] 
(SS) 
cò 


Facciamo anzitutto i prodotti 450. 


ix, 1x5 1x3, 1X# 
xl, 2x3I, dx 2%3 
2x1, 24x3, 22x33, 2°x3% 


Moltiplichiamo poi ciascun termine della terza riga per questi 
prodotti. i 

Il termine 1 darà questi stessi prodotti come divisori di 540. 

Il termine 5 darà tutti gli altri divisori: 


234 


. mente una regola per ottenere il M.C.D. di più numeri. 


I numeri primi 


1x1x5, 1x3x5, 1x33x5, 1x33x 5; 
Pxix5 Zx3x5 2x8 x5. 2xPx5 
22 x 1x5, 22x3x5, 22x3°x 5, 23x33x 5. 


Eseguendo i prodotti si trova: 


1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 27, 30, 
2540) =} 36, 45, 54, 60, 90, 108, 135, 180, 270, 540 


Divisori commi di più numeri. M.C.D. - 


Abbiamo visto che, perché 4 sia divisore di #, è necessario e 
sufficiente che ogni fattore primo di d appartenga a # con un espo- 
nente almeno uguale. Ne risulta immediatamente che: 


ay mere A = dad 3 . 
Il'munna d è un divisore comune di più numeri, se, e soltanto se, ogni fat- 
tore primo di À appartiene contemporaneamente a tutti questi numeri, con 
esponenti almeno uguali a quelli che esso ha in d. 


Esempio. 
a= 22 x 33 x 5, 
b= 24 x 37, 
e=23 x 3° x 5. 


Per avere un d e (4, bd, c), bisogna considerare uno o più 
fattori comuni ad z, è, c. Gli unici fattori comuni sono 2 e 3; 4 non 
può dunque contenerne altri; ne può contenere uno solo (2 o 3). 
Ma ogni fattore primo di 4 avrà, in 4, un esponente al più uguale a 
quelli che si trovano in 4a, b, e. Cosi 2°, 3, 2 x 3° sono dei divisori 
comuni. Per ottenerli tutti, conviene costruire il M.C.D. &(a, b, e) 
ed applicare il teorema 8 del capitolo XIII: 


D(a,b,e) = D(d). 


Da quanto abbiamo visto precedentemente, si ricava immediata- 
® 


RecoLa peL M.C.D. — 7/ M.C.D. d di più numeri contiene esclusi- 
vamente tutti î fattori primi comuni a questi numeri. 


Ogni fattore primo ha, in ò, un esponente uguale al più piccolo degli 
esponenti che ha în questi numeri. 
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Esempio. 
| a=2 Xx 5, 
b= 21 x 33, 
e= 23 x 38 x 5; 
bla, b, ec) = 22 x 33= 36. da 


Multipli comuni di più numeri. 
Dal teorema 5 risulta che: 
Affinché n sia un multiplo di più numeri, è necessario e sufficiente che 


n contenga tutti î fattori primi di ciascuno di questi numeri con un esponente 
almeno uguale. 


Se un fattore primo si trova in uno solo dei numeri dati, esso si 
trova in # con uri esponente almeno uguale a quello che ha in questo 
numero. 

Se un fattore primo si trova in alcuni dei numeri dati, esso si 
trova in # con un esponente almeno uguale al più grande degli espo- 
nenti che ha in questi numeri. 

Da ciò si ricava la regola per determinare il m.c.m. 


REGOLA DEL m.c.m. — // m.c.m. w di più numeri contiene esclusiva- 
mente î fattori primi, comuni o non comuni, di questi numeri. 

Se un fattore primo appare in uno solo di questi numeri, esso si trova 
in p con un esponente uguale. 

Se un fattore primo appare in più numeri, si trova în p con un esponente 
uguale al più grande esponente. 


Esempio. 


a= 2 Xx 3% x 5 
b=3 x7x5x11 Hula, b,)=2x3x5x7 x 11? 
e=2x 5° x 112. 


È Esercizi 


1. a, be Pe a, Re N. Dimostrare: 


ac | bi > a= b, 
a=b8 > (a=b e a=B). 
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2. Scomporre in fattori primi i numeri: 
1515; 5115; 7281; 2501. 


3. Dato il prodotto dei pf numeri primi successivi (f primi ele- 
menti di P) Pra i 
a=2XxX3x5x7x11x--- xp, 
a) Verificare che il più piccolo p tale che 4 + 1 sia non primo, 
è p= 13. 
8) Dimostrare che i p —— 1 numeri: 
a+ 2, a+3, a+4,...,.4+ 


non sono primi. 
4. Dimostrare che il prodotto: 
a=z1i1xX2x3x4x--- x (1 1) 


degli 1—— 1 numeri di N* 


1) non è divisibile per # se x è un numero primo; 
2) è divisibile per # se # non è primo (salvo a = 4). 


5. Sia p un numero primo: risolvere: 
xè — y° = pd. 


6. Ritrovare, servendosi della scomposizione in fattori primi, 
il teorema 5 del capitolo XII. 

Perché un numero sia un quadrato perfetto, è necessario e suf- 
ficiente che il numero dei suoi divisori sia dispari. 


7. Modifica della regola per riconoscere se un numero è primo: 
1) Siano p e p' due numeri consecutivi di: 


P= {2, 3,5,7, 11, 13,17,...} 


Dimostrare che p < p' — 1. 
2) Sia g il quoziente euclideo della divisione di un numero 
ae N' per p: 
pa <a <P@a+ 1). 
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Dimostrare la seguente proposizione: 
q<p > p'>a. 


[Si parte da 4 < (9g + 1) e si sostituiscono f e 9 con numeri più 
di.] 
3) Abbiamo visto (v. par. 6) che: 


p<zq > P<a. 
Se ne deduca che: 
p<gq<p > P<a<p. 
Se po indica il più piccolo elemento della parte £ definita al 
paragrafo 6, si ha: 
p<xq<p > PD= Po 


Enunciare una modifica della regola del paragrafo 6, in modo 
che si richieda una divisione in meno. 


8. Gruppo moltiplicativo delle classi modulo p primo. 


Sia p un numero primo ed 4 < p. 
Consideriamo la parte & di 4 (0): 


«P= fa, 2a, 3a,....(p- 1)a}. 


1) Eseguire la divisione euclidea di ogni elemento P per p. 
Dimostrare che i ) — 1 resti ottenuti sono tutti distinti e che nessuno 


di essi è nullo. 
Se ne deduca che esiste uno ed un solo numero e’< p tale che: 


4a = 1(mod p), 


(v. esercizio 12, c. XII). 
2) Per una qualsiasi classe 4e F, (v. c. X) distinta da 0 esi- 
ste una ed una sola classe 4’ e #, tale che: 


sa-G#=1, 
Se ne deduca che #, — {0} è un gruppo moltiplicativo. 


3) Se è non è primo, dimostrare che non è possibile fare cor- 
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rispondere a certi numeri 4 < > dei numeri 4’ tali che: 
aa =1 (mod bd) 


(si assumerà come 4 un numero non primo con b). 
Se ne deduca che #, — {0} non è un gruppo moltiplicativo quan- 
do > non è primo. © 


9*. Teorema di Fermat. 
1) Con le stesse notazioni di 1) dell’esercizio precedente, in- 
dichiamo con r;, fa, ..., #p-1i resti, rispetto al numero primo p, degli 
elementi di . Dimostrare che: 


Pa -fac fac-fpa= 1 x 2 xZx x (p_ 1). 
2) Scrivendo le p — 1 relazioni: 
ka=r, (mod p) per £e (1, p— 1) 


moltiplicandole membro a membro tenendo conto di 1), dimostrare 
che 
a?1=1 (mod p). 


Se ne deducano i teoremi di Fermat. 

I. Se p è primo e non divide 4, divide allora 42-1 — 1. 

II. Se p è primo, a? — a è divisibile per f indipendentemente 
dal valore di 4. 


10*. Consideriamo un numero x il quale contenga tre fattori - 
primi distinti 4, b, c: 
x 4°». 
Indichiamo con (4) l'insieme dei multipli di 4 al più uguali 
a x. Calcolare i numeri cardinali dei seguenti insiemi: 
1) Az) AO); A) 
2) A) N Az(0) 
4:00) 0 40) 
VAGONI 
3) d4.()U A,(0), e gli analoghi come precedentemente 
4) 4A) N 40) N Az(0) 
5) AU AM) A). 
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11. Costruire l’insieme (4, d, c) con: 
1) a= 270, b= 225, e= 360, 
2) a= 350, b= 490, c= 840. 


12. Trovare tutti i numeri dell’intervallo (16 000; 90 000) che, 
divisi successivamente per 720, 1320 e 480 danno lo stesso resto 95. 


13. Dimostrare che la somma s dei divisori di 


di n= a°bfe> 
s= (1404 000 + 20) (1+ 04 +8) (+++ 0). 
Dedurre che: 
qot — 1 b8+1- 1 crt 1 
Trai et 10 
Applicazioni. 


1) Calcolare la somma dei divisori di 3 600. 
2) Trovare un numero della forma 4°? (ce b distinti) sapendo 
che ha 6 divisori la cui somma è 28. 


14. Calcolare il prodotto dei divisori di: 


n= asbPa». 


Trovare n sapendo che il prodotto dei suoi divisori è 
mx 2 
15. Si chiama nuzzero perfetto un numero uguale alla semisomma 
dei suoi divisori. Dimostrare che, quando 2" — 1 è primo, il numero: 
a= Qu-r. (27 — 1) 
è perfetto. 


Dare degli esempi di numeri perfetti cercando, per i primi va- 
lori di #, i numeri primi della forma 2" — 1. 


16. Numeri di Fermat. 


Abbiamo visto che, (v.c. XI, 6) per un è e un f qualsiansi, ab- 
biamo: 


b29+1 + 1=0 mod (9 + 1). 
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1) Dimostrare che, per 4, #, f numeri naturali qualsiansi, 
abbiamo: 
amt89+0 | 1==0 mod (e*+ 1). 


2) Se ne deduca la seguente proposizione, P essendo l’insieme 
dei numeri primi: ur A 
("+ 1)e P_ > HIgen n=. 
I numeri 22° + 1 si chiamano numeri di Fermat: non tutti sono 
rimi. 


Nel 1732 Eulero dimostrò che la reciproca di questa proposi- 
zione è falsa. Fissato g= 5, trovò che: 


232 + 1= 641 x 6 700417. 


17. Numeri di Mersenne. 


1) Dimostrare che, se ) e 9g sono numeri naturali qualsiansi, 
il numero 221 — 1 è divisibile per 2? — 1 e 221. 
2) Dedurne la seguente proposizione essendo P l’insieme dei 
numeri primi: 
(22— i)e P_ > neP. 


ll reciproco è falso: 
211 _ 1= 2047 = 23 x 89. 


18*. Teorema di Wilson. 


1) Se p è primo, l'insieme #, — {0} delle classi modulo p 
è un gruppo moltiplicativo (v. esercizio 8). 


#,-{={133.#=D 


Dimostrare che l’inverso 4’ della classe non nulla 4 e #7, è unico. 
Cominceremo col dimostrare che ogni classe 4 è regolare per la 


‘ moltiplicazione: 


ab= i > b=de 
Supporremo poi che 4 abbia due inversi 4 ed 4;, e dimostreremo: 


(Ga=1 e d3=-1) > d=4%. 
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2) Si osservi che se il numero primo f è superiore 2a 2, esso è 
dispari e perciò il numero delle classi di #, — {0} è pari. Si raggrup- 
peranno allora queste classi per coppie d’inversi 4, 4°: 


a.d'=1 


Moltiplicando membro a membro le (fp — 1)/2 uguaglianze cosi 
ottenute, si dimostrerà la prima parte del teorema di Wilson: 

“ Se p è sn numero primo, 1 X2Xx3x-- Xx (p_1)+1 è 
divisibile per p”. i 

3) Servendosi dei risultati dell’esercizio 4 di questo capitolo, 

si dimostrerà il reciproco, che costituisce la seconda parte del teorema 
di Wilson. 

“« Se1 x2Xx3x-- xfp— 1} 1 divisibile per p, p è primo” 
(si supporrà p non primo e si giungerà ad una contraddizione). 
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Capitolo quindicesimo 


Costruzione dell'insieme Q* dei numeri razionali 


Dopo aver studiato le proprietà essenziali dell'insieme dei 
numeri naturali, dobbiamo ora proseguire nella costruzione del 
sistema dei numeri. 

I numeri interi non bastano a rappresentare molti fenomeni, 
anche elementari: per esempio, fissare la metà di un segmento 
significa dividere questo segmento în due parti uguali. Ma come 
rappresentare ciascuna di queste parti, se, come è logico, il seg- 
mento iniziale è rappresentato dal numero 1? 

La definizione delle frazioni introduce immediatamente 
una relazione d’equivalenza che dividerà l’insieme in classi: 
una classe di frazioni equivalenti, si chiamerà “ numero ra- 
gionale”. 

Studieremo in seguito una relazione d’ordine totale nell’in- 
sieme Q+ dei numeri razionali. 


1: Frazioni 


Consideriamo un oggetto divisibile in £ parti uguali, con # e N*. 
(Per esempio una torta divisa equamente tra  convitati.) Se rap- 
presentiamo questo oggetto con il numero 1, ciascuna delle parti 
in cui è stato diviso sarà rappresentato da un nuovo simbolo che si 
chiama frazione e che si indica con: 


1 


b 


Supponiamo ora che sia possibile riunire nuovamente un nu- 
mero qualsiasi di queste parti per costituire un nuovo oggetto. Per 
esempio, la riunione di £ parti ricostituisce l’oggetto iniziale. Se si 
riuniscono solo un numero 4 di queste parti, si costituisce un nuovo 
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oggetto che si rappresenta con un simbolo dello stesso tipo, che si 
chiama ancora frazione, e si indica con 
4 


b 
Diamo ora la definizione generale: 


Derinizione. — Si chiama frazione un simbolo 


4 


b 


costituito da una coppia ordinata di def numeri naturali a e b. 
Il primo si chiama numeratore (a e N). 
Il secondo si chiama denominatore (b e N*). 


In questa definizione, il numeratore 4 può essere nullo; può 
anche essere superiore a 5. Il denominatore £ è diverso da zero. 
Si indica con / l’insieme di tutte le frazioni. 


5 x . a Ace È 
Osservazione. — Per scrivere la frazione = peo serviamo della 


stessa notazione usata per rappresentare il quoziente esatto di 4 per 
b. Spiegheremo più avanti questa identità di notazioni (v. c. XVI, 8). 


2. Frazioni equivalenti 
Riprendiamo in esame l’oggetto iniziale rappresentato dal nume- 


ro 1. Abbiamo costituito un oggetto, rappresentato da +. dividendo 


il primo in è parti uguali e riunendo 4 di queste parti. 
È possibile ottenere lo stesso oggetto finale con altri sistemi: 
1) Si divide l’oggetto iniziale in #rb parti uguali, con w e N*. 
Per far questo, dividiamo ciascuna delle parti rappresentate 


1 
com in #w parti uguali. Si ottengono cosi delle parti rappresen- 


tate da —. 
ate = 


dn > A iti la cd 
Riunire 4 parti na significa riunire #4 parti vg 


DAG 


o - n 
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@ x na 
L’oggetto v potrà dunque rappresentarsi anche con "al 


Diremo allora che le frazioni: 


b mb’ 5 


2) Se 4 e b hanno un divisore comune w: 
me D(a, bd) 


si può ancora ottenere lo stesso oggetto procedendo nel modo se- 


. guente. 


Chiamiamo € e di quozienti esatti di 4 e è per w: 


b= md. 


a=mc € 
Se si divide l’oggetto iniziale in 4 parti uguali e si riuniscono 
e 
e di queste parti, si ottiene l’oggetto rappresentato da T 


In base a 1), questo oggetto è lo stesso di quello rappresentato da: 


INC 


md’ 


a si . 4 e i ci 
cioè da tv Le due frazioni Faidera sono dunque equivalenti: 


a ‘ 

b d' 
Si osservi che: 

ad= be 


poiché i numeri 44 be sono ambedue uguali a 7764. Enunceremo quindi 
la seguente definizione: 


Derinizione. — Due frazioni si dicono equivalenti quando ad = be: 
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Osserviamo che: 
a i e 
n <> cd = be. 


Questa relazione tra due elementi di /° è vera, evidentemente, 
per certe coppie di frazioni e falsa per altre. 
Essa gode delle seguenti proprietà: 
1) È riflessiva: 


per una qualsiasi frazione +. 
2) È simmetrica: 


4 (4 € d 


—_— > reni . 
b d d b 
Queste due proprietà sono evidenti. 
3) È transitiva. Dimostriamo infatti che 


( “€ # e a e 
% È e “FF —_ SF. > " rr v% 
Per ipotesi abbiamo: 

ad== bc e  ef= de. 


Moltiplicando i due membri della prima uguaglianza per fe 
quelli della seconda per £, si ottiene 


adf= bef è  bef= bde 
onde: 
adf = bde 
e, poiché d #0, 
af= be. 


La relazione è transitiva. 


Si tratta pertanto di una relazione d’equivalenza (v.c. I, 7), e 
questo giustifica appunto la qualifica di equivalenti attribuita a due 
frazioni che si trovano in relazione. 
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3. Frazioni equivalenti ad una frazione data 


Problema. 


5 a DS 5 a 
Data wa frazione n trovare tutte le frazioni ad essa equivalenti. 


. i È a a 
Sia —— una frazione equivalente ad -——. Abbiamo: 


b 
Td + beg 


1) Cominciamo con l’esaminare il caso in cui 4= 0. 
La relazione 2x = ey diventa 5x = 0, per un qualsiasi valore 


ye N*. 


Ora, b40 e bx = 0 implicano x=0, e dunque: 
0 0 
ai E per ogni y € N*. 


0 
L'insieme delle frazioni equivalenti a "= è quindi: 


0 0 0 0 
1° 2” GEE TI 


2) Supponiamo che 4 #0. Sia allora 4 il M.C.D. di a e d: 
d= dla; DI), 
Siano 4° e d' i quozienti esatti di 4 e è per 4: 
a= da' b= dl. 


Sappiamo che 4' e 6' sono primi fra loro (v.c. XIII, Criterio del 

M.C.D.) Abbiamo: 
bx= ay >  b'x= a'y (dividendo per 4). 

a' divide 4‘y e quindi anche b'x. Poiché 2’ è primo con b', 4’ 
divide x (v.c. XII, teorema 10). Esiste dunque un numero naturale 
ke N* tale che: 

x= ka'. 


249 


I numeri razionali 


Inoltre: | 
b'x = a'y >  b'ka' = a'y > kb =y 
(poiché a’ # 0). 


Riassumendo abbiamo: 
x= ka e 9=kb'. 
Se una frazione è soluzione, essa è della forma: 
| de 
Pra 


Verifichiamo che, per un qualsiasi valore di 4 e N*, abbiamo: 


Ab b° 


a da' 
BT de 
cioè: 
a' a 
bb 
onde, per transitività: 
ka' a 
kb b' 
L’insieme delle frazioni equivalenti a "a è dunque: 
a' 2a' ka' 
pap ge | 
; — : e 
Esempio. — Frazioni equivalenti a 35: 
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Il M.C.D. di 15 e 25 è 5. Dunque: 
15 3 


1 
L’insieme delle frazioni equivalenti a si è dupque 


3 6 9 12 15 3k 
5 0° 15° 20° 25°" se" 


Semplificazione di una frazione. 


Semplificare una frazione significa trovare una frazione equi- 
valente, i cui termini siano più piccoli della frazione data. 


s a Calf: si , A 
Per semplificare i basta sostituire ad 4 e è i loro quozienti 


esatti per uno dei loro divisori comuni. 

Si otterrà la frazione equivalente più semplice, prendendo per 
divisore il M.C.D. di 4 e b. I due termini della frazione ottenuta sono 
allora primi fra di loro, e non è più possibile semplificare tale fra- 
zione. Si dice allora che essa è irriducibile. 


4. Numero razionale 


Derinizione. — L'insieme di tutte le frazioni equivalenti ad ;u 


‘è una classe d’equivalenza che si chiama un numero razionale e si indica 


22 


La notazione | 


di sl 4 ; È 
significa che si è scelto —— per rappresentare il numero razionale. 


b 
. O LI a x 
Si dice anche che la frazione validi. rappresentante del numero 
razionale. 


tà 


; . ° 4 ka 
Per ogni numero razionale, esiste un rappresentante ra più 


semplice di ogni altro: quello in cui 4’ e 6 sono primi tra di loro. 
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: ; 7 5 ; 0 
Nel caso in cui 4= 0, il rappresentante più semplice è ur 


Ripartendo tutte le frazioni di F in numeri razionali, si realizza 
una partizione di F in classi di equivalenza (v.c. I, 7). Due frazioni 


equivalenti appartengono allo stesso numero razionale; due frazioni ‘ 


non equivalenti appartengono a numeri razionali distinti. 
Due numeri razionali sono uguali (o coincidono) se le frazioni 
che li rappresentano sono equivalenti: 


L’insieme dei numeri razionali si indica con Q*. 

Spesso un numero razionale si rappresenta con una lettera mi- 
nuscola, come elemento di d*. 

Per evitare ogni possibile confusione con i mumeri naturali in- 
dicati con le lettere latine minuscole 4, b, 6, d, ..., rappresenteremo 
gli elementi di Q* mediante lettere greche a, f, y, ...: 


5. Riduzione di frazioni allo stesso denominatore 


Problema. 


Date due frazioni 


trovare due frazioni ad esse rispettivamente equivalenti ed aventi lo stesso 
denominatore. 


Osserviamo che è possibile sostituire le frazioni date con due 
frazioni equivalenti senza modificare il problema. In particolare è 
possibile sostituirle con frazioni equivalenti irriducibili. 


Supponiamo dunque che $ e <> siano irriducibili: 
ò(a, b) = d(e, dj= 1. 
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Se esistono due frazioni La 7 aventi lo stesso denomi- 
natore %, rispettivamente equivalenti ad na e "E si ha (in base 
al paragrafo 3): 
< ®% 


(4 e Me = 1) > zed (0), 


(2-4 è Mo 9-1) > xe 40) 
e perciò: 
ze 4 (6, d). 


Ogni denominatore comune è multiplo comune di e d. Se 
indichiamo con #7 il m.c.m. di b e 4, avremo: 


ze A (b, d) <> ze A(m) (v.c. XIII, teorema 1). 


Il denominatore comune più semplice è wr. Sia: 


m= bq= dq'. 
Abbiamo: 
a aq € cq' 
va € #7 
e perciò: 
a aq c cq 
Pe ansa 


Si ottiene cosi la soluzioneNdel problemafpit semplice. 
Ogni denominatore comune % € € (#) verifica: 


dkeN* 3= mk. 


Tutte le soluzioni del problema sono dunque: 


agk cq'k 

——_ - kKeN*). 

mk Ù mk ( ) 
7 Rid Il d i n Le 

Esempio. — urre allo stesso denominatore 140 e s4' 


Cominciamo con il sostituire le due frazioni con le frazioni ir- 
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riducibili equivalenti. Per fare questo, calcoliamo i due M.C.D.: 
d(75, 140)=5 e  é(16, 84)=4. 
Abbiamo quindi: 
7515 16° 4 
140° 28 © 840210 
Calcoliamo il m.c.m. di 28 e 21; troviamo: 
u(28, 21) = 84. 


Una delle frazioni date ha questo denominatore. 
Per l’altra, si ha: 


84= 28 x 3, 
e per conseguenza 
15. 45 
28 84° 
La coppia più semplice di frazioni rispondenti al quesito é: 
45 16 
7 € dr 
84 84 


Tutte le coppie di frazioni che rispondono al quesito sono: 


45£ 16£ 


a È 4 e N*. 
da gg, SF 


Osservazioni. 


1) Due frazioni equivalenti ridotte allo stesso denominatore 
hanno lo stesso numeratore. Infatti: 


174 (71 , , 
—— Any <> ma = Ia ai a=ad. 


2) La riduzione di più frazioni allo stesso denominatore si 
esegue in modo analogo. Si sostituiscono le frazioni date con quelle 
irriducibili rispettivamente equivalenti. Il più semplice denominatore 
comune è allora il m.c.m. dei nuovi denominatori. 
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6. Relazione d'ordine in Q+ 


Consideriamo nuovamente l’oggetto che abbiamo diviso in è 
parti uguali. Se riuniamo 4 di queste parti, otteniamo l’oggetto 
a i 


b 


, 


RI 38 rx A 3 ° a 
Se riuniamo 4’ di queste parti, troviamo l’oggetto "° 
Se a’ > a, il secondo oggetto è costituito da un numero di parti 
maggiore del primo. Diremo allora che è più grande del primo e 
scriveremo i 
a > a 
b bh 
Diremo anche che il primo oggetto è più piccolo del secondo, ! 
e scriveremo: ; 
a < 4 
b b° 


a « < l ; 
Ma l’oggetto gp rappresentare con una frazione equi- 
€ : 
valente E tale cioè che: 
a'd= be. 


Dovrà dunque essere: 


P. c 
< È 'd= b A "ee 
(a<a' e a c) <> 5 < i 
Ora: 
Ù a<a' > ad<a'd 
e poiché 2'd= bc, si ha in definitiva: 
a c ter 
Wa < WI > ad < dC. 


Diamo dunque la seguente definizione della relazione d’ordine 


DEFINIZIONE. — Dati due numeri razionali | e [| 
si dice che b d 
x 4] è al più uguale a |] i 
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esi scrive: 


se ad < bce: 


| < [5] > ad<be. 
Questa definizione è indipendente dalla scelta dei rappresentanti 
per i numeri razionali. Proviamo infatti che: 


(+-5 e pre Dafer® le ad < ke) > a'd'< b'e'. 

1) Cominciamo con l’esaminare il caso in cui c= 0. Allora 
ad < be implica 4= 0. In questo caso l’uguaglianza 44= be è veri- 
ficata, ed i due numeri razionali 


sono uguali. 


2) Supponiamo e #0. Risulta 


<-1 > ab'= ba 
<-G > de' == cd'. 


Moltiplicando membro a membro si ottiene 

adb'e' = bea'd'. 
D'altra parte 

ad<z be >  adb'e'< bebe (moltip. per 2’c'). 

In base all’uguaglianza precedente si ha: 

bea'd' < beb'e' 

e, dividendo per be #0, 
a'd'< b'e'. 


Costruzione dell'insieme Q* dei numeri razionali 


La definizione non. dipende dunque dai rappresentanti scelti 
per i numeri razionali. 
Semplificazione della definizione. 


In particolare, è possibile scegliere per i sumeri razionali: 


«Lal e sl 


dei rappresentanti con lo stesso denominatore: 


È | i | ; Î 
n m 
Avremo allora: 


a<f -@- ma' < mb <> a <b'. 


Due numeri razionali rappresentati da frazioni aventi lo stesso deno- 
minatore sono nello stesso ordine dei loro numeratori. 


Ordine totale in Q*. 


Dimostriamo che la relazione a < f che abbiamo or ora defi- 
nito in Q+, è proprio una relazione d’ordine ed è inoltre una relazione 
d’ordine totale (v.c. I, 8). 


Perché sia una relazione d’ordine, devono essere verificate le due seguenti 
proposizioni: 
1) (a<8 e f<a) > a=l, 
2) (@<B e BR<9)) > a<y 


Perché la relazione d’ordine sia totale deve essere verificata la seguente 
proposizione : 


3) Per un a ed un B di Q+ qualsiansi, risulta: 
a<zf o f<xa. 
Dimostrazione. 


1) Scegliamo per « e f dei rappresentanti aventi lo stesso de- 
nominatore #m: 
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Per definizione: 


a<fB <è> aclb, 
Ba <@ bdb<a. 


Ora, in N: 

led «i ded ded 
Perciò in Q+: . 

(a<B e <a) & a=f. 


2) Scegliamo per a, 8, y, tre rappresentanti con lo stesso deno- 


«ME 


a< f <-> 4a< b, 
B<ay è b<ec 


Ora, in N, si ha 
(a<b e b<c) > ace 

E quindi in Q+: 
(a<8 e B<7) > a<py. 


3) Scegliamo ancora per a e f due rappresentanti con lo stesso 
denominatore: 


Sappiamo che, per un qualsiasi valore di 4 e , in N 
a<zb 0 b<a. 
Quindi in Q+ risulta, qualunque siano a e /, 


a<sf o B<a. 
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7. Numeri razionali particolari 
Indichiamo con /” l'insieme dei numeri razionali 7 do- 
tato della seguente proprietà: “4 divide 4”. b 
Esiste allora un numero naturale » tale che 4= #6. ) 


Il rappresentante più semplice di 4] è | 


5 a "n 2a ka 
Leni > e SS ale an drnn 
a n b que 2’ ? k° 


Ad ogni numero naturale a e N corrisponde uno ed un solo 


numero razionale 
n 
— SI. 


Gli insiemi 4° e N sono in corrispondenza biunivoca: 


N2>A. 
Siano 


due numeri razionali di /°, ed # e #' i loro corrispondenti in N. 
Per la definizione della relazione d’ordine in Q*: 


Questa proprietà può tradursi dicendo che la corrispondenza 
biunivoca tra N e / è un isozzorfismo per la relazione d'ordine. 

Definiremo ora un’addizione ed una moltiplicazione in Q+ e 
dimostreremo che la precedente corrispondenza è un isomorfismo 
anche per queste due operazioni. 

Questo ci permetterà d’identificare ogni numero razionale: 


[il 


con il suo corrispondente numero naturale # e N. 
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8. Relazione d’ordine stretto. Intervalli ' 


Consideriamo due numeri razionali a e /. i . 

Sea <fea#Bf,siscrivea <, esi legge: “a è strettamente 
inferiore a 8”. 

È possibile definire, gli intervalli di Q+ come abbiamo fatto in N: 


(a, 8) è l'intervallo chiuso di origine a e di estremità f. Esso 


è l’insieme dei numeri razionali tali che a<x< 
(a, 8{ è l'intervallo semiaperto a destra: a<x <f 
Ja, 8) è l'intervallo semiaperto a sinistra: a<x< B 
)c, B{ è l'intervallo aperto: a<x<f. 


Esercizi 


1. Semplificare le seguenti frazioni: 


280 360 924 5 004 4719 1458. 
252° © 504° 1386” 8757” 11011’ 2187 


Ridurre le prime tre allo stesso denominatore. 


2. Trovare una frazione equivalente ad 4 di cui sia data la som- 
ma, s, dei termini. 
a 15 
Applicazione: — ——- e s= 504. 
ca 5° 20 
i a 4 a o a a 
| 3. Trovare una frazione equivalente ad pa di cui sia dato il 
prodotto, ), dei termini. 
14 


a 
Applicazione: — — —- = 30 246. 
pplicazione: —_ zi P 


a x ad fa 20% 
4. Trovare una frazione equivalente ad T di cui sia nota la 
somma, s, dei quadrati dei termini. 
39 


(74 
Applicazione: —— — 7 = 17 986. 
pplicazione: — ge + 
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5. Ridurre allo stesso denominatore: 


af 15 35 
70° 49 
65 26 viti 
b te pn . 
| ) 78° 208 
| n; TI 21 5 65 
I 165° 245 273 
7 4 5 11 
d a 
20° 15° 6 © 30 
) 378 165 
i 1008 © 528 
6. Risolvere l'equazione seguente, ove 4 e 2 sono due numeri 
naturali: 
atx a 


Dy E 
7. Per ogni valore di # € N, le frazioni 


È Se. #0, Ed 


294 1° 2n4+10° si °° 29541 


sono irriducibili. 

8. Dimostrare che se — è irriducibile, anche le seguenti fra- 
zioni sono irriducibili: 

at+b ab ab a+ b 
Za + 36° a+b° a+ 6° a+ab+ 
9. Dimostrare che, se ab’ — ba' = 1: 
1) Le frazioni: 
î a a' a+ a' 


bb L4b 


sono irriducibili. 
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2) Le frazioni: 


a+ na' na + a' 
b+ nb'° nb + b' 


sono irriducibili per un qualsiasi n e N. 


10. Dato un numero razionale 


HA 


ed un numero naturale » e N*, trovare i numeri razionali 8 e y che 
verificano le due seguenti proprietà: 

1) Be y hanno dei rappresentanti di denominatore comune # 
i cui numeratori sono consecutivi in N. 


2) B<a<y 


4 
Applicazione: a = cala 1000. 


| 11. Trovare i numeri naturali x e y, primi tra loro, tali che 
x+y 8 
a+ 73° 


12*. Trovare i numeri razionali (4 | tali che: 


a- 217) a 
b baat13 1 
13**. MNumerabilità dell'insieme F delle frazioni. 


Consideriamo le frazioni - con 46 N* e be N*. 
Indichiamo con 7 la parte "di F definita nel modo seguente: 


PP è l'insieme delle frazioni e tali che 4-+ b= 5, dove s è 
un numero dato: s > 2. b 


Per s= 2, si ha 
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Per s= 3, si ha 


Per s= 4, siha 
1 2 3 
ahi} 
In generale 
1 2 3 s-2 s-1 
ipa } 


Si pongono questi insiemi nell’ordine in cui sono costruiti: 
(1) RR. 


1) Qual è il rango dell’ultima frazione di 2 in (1)? 
2) Qual è il rango, in (1), della frazione: 


e P (1<k<5—- 1)? 
s- k 


3) Dimostrare che qualsiasi frazione di F può essere numerata 
nel modo ora indicato. Dedurne che F è un insieme infinito nu- 
merabile. 

4) Consideriamo due insiemi qualsiansi E e G, e chiamiamo 
insieme prodotto E x G l'insieme delle coppie (a, b) con ae E 
e be G. Dimostrare che, se E e G sono infiniti numerabili, E x G 
è infinito numerabile. 
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Operazioni nell'insieme Q* dei numeri razionali 


Costruito l'insieme Q+* dei numeri razionali, dobbiamo ora 
“ strutturarlo”. Definiremo le operazioni în questo insieme e 
ne studieremo le proprietà. 

La moltiplicazione, in Q+, acquista una proprietà che essa 
non ha în N: definisce in Q+ una struttura di gruppo. 

Inoltre, l'insieme N è immerso in Q+ di guisa che ogni 
elemento di Q+ si identifica con il quoziente esatto di due numeri 
naturali. 

Le proprietà dell'ordine in Q+ fanno si che ogni intervallo 
aperto di Q+ non sia vuoto e perciò non ammetta né un più pic- 
colo né un più grande elemento. 


I. Addizione 


1. Riprendiamo a considerare l’oggetto, rappresentato da 1, che ab- 


biamo diviso in £ parti uguali rappresentate ciascuna da TÀ La 


riunione di 4 di queste parti costituisce un oggetto rappresentato 
. a 
dalla frazione p 


La riunione di due parti può definire une!“ somma ”’ di queste 
parti. 

Se si vuole definire una somma di due frazioni, indicando questa 
operazione ancora con il segno +, deve aversi: 


USE; 2 
b 


ae 


In generale, riunendo l’oggetto 5 e l'oggetto > si ottiene l’og- 


etto costituito da 4 + 4’ parti —. 
8 p b 
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L’addizione di due frazioni deve dunque verificare la condizione: 


a a' a+ a' 
b 


peg 


LA 


Ma l'oggetto sa è anche rappresentato dalla frazione equi- 


e 
valente —: 


d 


D'altra parte si ha: 
ad a' ad+ a'd 
“E °° bd 


(moltiplicando i due termini per 4). 
Poiché a'4 = be, risulta: 
at a' ad 4 be 


AN 


b bd 


L’'addizione di due frazioni deve dunque verificare la condizione: 


€ ad + be 
bi de PRO sia; 


b d bd 


Ci serviremo di questa relazione per definire l’addizione in Q*. 
» . x 3 a 

DEFINIZIONE DELL’ADDIZIONE. — Ad ogni coppia ordinata % 

c : î i È , ‘ 

dra di numeri razionali, associamo un numero razionale, detto som- 


ma di [| e |] Muatonto con 
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Questa definizione non dipende dai rappresentanti scelti per i 
numeri razionali. Infatti dimostriamo che: 


a a' € e ad+ be a'd'+ be 
n PR n Pg > rn (RI tere 
b b' d d' bd b'd' 
Abbiamo ; 
a a 
(1) Cs Pa => ab == ba 
li e 


Moltiplicando i due termini della (1) per d4' ed i due termini 
della (2) per bb’. Si ottiene: 


adb'd' = bda'd', 
beb'd' = bdb'e'. 
Sommando membro a membro: 
(ad + be)b'd' = bd(a'd' + b'c'), 
cioè: 
ad+ be a'd'+ be 

td °° bd 
La definizione non dipende dunque dai rappresentanti scelti. 
Semplificazione della definizione. 


Poiché l’addizione di due numeri razionali 


-H] KH 


non dipende dai loro rispettivi rappresentanti, scegliamo, per rap- 
presentarli, due frazioni aventi lo stesso denominatore wr: 


[1] E] 


Per definizione, abbiamo: 


si a' b' ma' 4 mb' _ a' + b' 
srr( EEE] 
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La somma di due numeri razionali rappresentati da frazioni aventi lo 
stesso denominatore è rappresentata da una frazione che ba lo stesso deno- 
minatore ed il cui numeratore è la somma dei due numeratori dati. 


2. Proprietà dell’addizione dei numeri razionali 
Commurarività. — Per due numeri razionali a e B qualsiansi, si ha: 
a+B=B+a. 


i - . @ b 
Scegliamo per a e 8 dei rappresentanti — e — con lo stes- 
so denominatore. "n iii 


Abbiamo: 


secca 
LE] 


Poiché 4+ b= 2 -+ a (commutatività in N), risulta 
a+B=f+ a. 


AssocratIvità. — Per a, B, y numeri razionali qualsiansi, ab- 
biamo: 


(a+ 8)+y=@a+ (B+ 7). 
Scegliendo per a, 8, y dei rappresentanti: 


a b c 


aventi lo stesso denominatore 7, abbiamo: 


cinir=[2(£]-[t2E] 
a+ (8+)= [(2]+ [4°] = br 2 


Poiché (a+ 0) +c= a+ (0+ 0) (associatività in N), si ha: 
(a+ B)+y=a+(BP+ 7). 
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Elemento neutro dell’addizione dei numeri razionali. 


Qualunque sia il numero razionale a, esiste uno ed un solo numero ra- 
gionale’ © tale che: 
a+o=a. 


Cominciamo col dimostrare che se esiste, esso è unico. 
Se infatti esistesse un altro w', si avrebbe 


w' 4 w = ©" (poiché w è elemento neutro), 
w + o = (poiché w' è elemento neutro), 
e poiché @ + w' = w' + w, se ne trae che w= w'. 
: A a ua 
Verifichiamo ora che, per un a = [+] qualsiasi, il numero 


. 0 i © i 
razionale © = | verifica la condizione imposta: 


d 


oe] (9]-(41-(]-] 


0 . 
L’elemento neutro è dunque ©w={--- | ed è unico. 
ù i 


Il. Sottrazione 
3. Problema 


Dati due numeri razionali & e B, esiste un numero razionale è tale che: 


Dati i numeri a e f è sempre possibile rappresentarli con due fra- 
zioni aventi lo stesso denominatore: 


a x . ; 
Sia —— un rappresentante del numero razionale cercato è. Si ha: 


stes [-GPO] 
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may + mx) = mby 


e, poiché # # 0: 


! 
| 


ay+ mx = by. 


Deve verificarsi la condizione 
cioè 4 < b, ossia 
Se questa condizione è soddisfatta, allora: 


mx = by — ay, 
mx = (b— a)y, 


Reciprocamente, se a < #, allora 5 — « esiste e: 


La soluzione esiste ed è unica: 


Riassumendo. — Se a < f}, esiste uno ed un solo numero razionale 


Esso si chiama differenza di 8 e @ e si indica con f— a. 


I numeri razionali 
III. Moltiplicazione 


4. Riprendiamo l’oggetto, rappresentato da 1, che abbiamo diviso 
in è parti uguali ciascuna rappresentata da ma Riuniamo un numero 

Ripetiamo un’operazio- 
ne analoga sull’oggetto ottenuto "= Dividiamo questo oggetto in 


a di queste parti ed otterremo l'oggetto 


d parti uguali e riuniamo un numero c di queste parti. L'oggetto fi- 
nale è allora rappresentato dalla contrapposizione dei due simboli: 


e a 


di db 


- Questa giustapposizione è un’operazione che si chiama pra 


pia o ‘ i siii 
delle due frazioni Si la prima frazione si scrive a 


destra. Come si può ottenere questo oggetto 


c a 


db 
direttamerite a partire dall’oggetto iniziale? 
Cominciamo con l’esaminare due casi semplici. 
Se 4= c = 1, l’oggetto 


i 
si ottiene dividendo l’oggetto Ha in d parti uguali e prendendo una 
1 
sola di queste parti. L’oggetto trai si ottiene dividendo l’oggetto 1 


in 5 parti uguali, a loro volta divise in 4 parti, onde l’oggetto 1 ri- 
sulta diviso in db parti. Deve dunque aversi: 


1 1 1 
d b db 
Se a= 1 e c > I, l’oggetto 
€ 1 
db 
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1 
si ottiene dividendo l'oggetto —— in 4 parti uguali e prendendo € . 
di queste parti. b i 
Per quanto abbiamo detto dianzi, ciascuna di queste parti è 


rappresentata da PA 


Si dovrà dunque avere: 


Deve aversi pertanto 


€ a c € 


Pon lA C+e+t+--+e ca 
d bb db ; ° 


Prendiamo dunque: 


d' b° db 
per definire la moltiplicazione in Q*. 
Definizione della moltiplicazione. 
Ad ogni coppia ordinata [7] e [7] di numeri razionali, asso- 
ciamo un numero razionale, detto prodotto di a] e ai indicato 


16 GI EG] 
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[77-18] 


Dimostriamo che questa definizione non dipende dai rappresen- 
tanti sgelti per i numeri razionali, cioè che: 


a a' z e e ca c'a' 
b_ ddl °° db db 


e definito da: 


Infatti: 
a a' jeu 
n 
—-+ = caled. 


E, moltiplicando membro a membro: 
cad'b' = dbc'a'. 
Questo equivale a dire che: 
ca c'a' 
db d'b'’ 


La definizione non dipende dai rappresentanti scelti. 


5. Proprietà della moltiplicazione dei numeri razionali 


ComsutatIviTÀà. — Per a e B numeri razionali qualsiansi, risulta: 
af = fa. 
i a d € a i, ao | 
Infatti, siano =" e © dei rappresentanti di a e 8. Abbiamo 


«WE-G) 
[713] 
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Ora, ac = ca e bd= db (commutatività in N). Perciò: 


af = fa. 
AssocIaTIvitÀ. — Per a, 8, y numeri razionali qualsiansi, si ha: 
(aB)y = a(8y). 


. i siete È 
Conserviamo le precedenti notazioni e sia — una rappresenta- 
zione di y. Abbiamo: F 


ALA AREA 
rw ]7]- Lar} 
a ce a(ce) 
«=[+]17]- 179] 
(a)e= ale) è (b4)f= bf) 
(associatività in N), abbiamo: 


(aB)y = a(By). 


DISTRIBUTIVITÀ RISPETTO ALL’ADDIZIONE. — Per a, B, y numeri 
razionali qualsiansi, abbiamo: 


a(B+ y)= af + ay. 


Poiché: 


n; e ; 
Scegliamo per $ e y due rappresentanti — e -— aventi lo 
stesso denominatore: ed st 


a b+e > ab + 0) 
<|l m È dm } 
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sen-&] (2-22) 


Poiché 


donde 


alb + c) = ab + ae a 
(distributività in N), si ha: 
| a(8+ y)= af + ay. 
DISTRIBUTIVITÀ RISPETTO ALLA SOTTRAZIONE. — Per a, f, 
Y(8 > Y), numeri razionali qualsiansi, abbiamo: 
a(B— y)= af — ay. 
Posto 8 — y= è, avremo 
B=y+d. 


Moltiplichiamo per a servendoci della distributività rispetto al- 
l’addizione: 


af=ay+ aò. 
Se ne ricava: 
af — ay = cò, 
cioè: 
aBf— ay=a(f— 7). 


Elemento neutro della moltiplicazione. 


Per un qualsiasi numero razionale @, esiste uno ed un solo numero ra- 
Zionale e tale che: 
ae= a. 


Dimostriamo che, se £ esiste, esso è unico. (Dimostrazione ana- 
loga a quella che abbiamo fatto per l’addizione.) 
Se esistesse un altro e’, si avrebbe: 


Poiché e'8= ee’, abbiamo e = e. 
Verifichiamo ora che per un a = 4] qualsiasi, il numero: 


1 
e= [+] verifica la condizione posta: 
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_{aW{1]_[feax1]_[ 4]_ 
ce |L1 JT Bx1J L84J7® 
‘ L’elemento neutro è dunque: 


Gi 


Esso è usdica; 


6. Inversione 


Problema. 

Dato un numero razionale a, trovare un numero razionale B tale che: 
af= £. 

1) Si osservi che la risposta è immediatamente negativa se: 


1 


Infatti, per un qualsiasi 


abbiamo: 


o] « Ele 


(#4 # 
1 ” 


Ogni rappresentante SI di a verifica 4 #0. 


i x 
Sia ora —— un rappresentante del numero f cercato. 
È. 
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Questa uguaglianza, è logicamente equivalente alle uguaglianze 


seguenti: » 
ax |_ 1 
bi 1} 
N as 1 

| bo 1 
ax = by, 
x b 
VERRA 


Abbiamo dunque: 


La soluzione è unica. à 

Essa è rappresentata dalla frazione dedotta da — scambiando 
numeratore e denominatore. bo 

Riassumendo, ad ogni numero razionale 


5) 


corrisponde uno ed un solo numero razionale / tale che: 
af = e. 

B si chiama l’inverso di a. 

L’insieme 0+ dei numeri razionali diversi da TU è un gruppo 
moltiplicativo in quanto la moltiplicazione è dotata delle seguenti 
proprietà: 

1) È associativa: 


a(8y) = (aB)y. 


2) Ammette un elemento neutro: 
[a] 
e=i |. 
1 
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3) Ad ogni numero razionale 


AN 


corrisponde un inverso /, 
af = e. 


sè» 


0 1 

L*, meno 7} è dunque un gruppo moltiplicativo (v. c. X, 8). 
Poiché la moltiplicazione è commutativa, Q+ è un gruppo 

commutativo (o abeliano). 


IV. Divisione 
7. Problema 


Dati due numeri razionali a e B trovare un numero razionale y tale 
che: 


B-x=a. 
1) Esaminiamo anzitutto il caso in cui f = [o] 


Sappiamo che, per un y e Q+ qualsiasi, si ha: 


La] 


Perciò: 


i 0 > ai 
2) Sia 54 ia Indichiamo allora con f' l’inverso di f. 
Moltiplichiamo i due membri dell'equazione proposta per /". Si 
ottiene 
B'(Px) = Pa, 
(PB) = Pa, 


ossia, per associatività: 
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cioè: 
e-x= Pa, 
vale a dire: 
x= Pa 
Verifichiamo. Abbiamo 
B(p'a)= (pB')a = e a=a. 


L’equazione ammette dunque una ed una sola soluzione: f'a. 


Osservazione. — Se: 


Se #0) 


d 
sono dei rappresentanti di a e /, sa è allora un rappresentante del- 
l'inverso 8’ di f e la soluzione y è rappresentata dalla frazione: 
ad 
he’ 


Dermnizione. — Risolvere l'equazione By = a, significa dividere a 
per B. La soluzione aB' si chiama quoziente di a per B. 


RecoLa. — // quoziente del numero razionale a per il numero 
0 
e# [7] 
è il prodotto di a per l’inverso di B. 
NOTAZIONE. — Questo quoziente si indica con 


a 


b 


8. Isomorfismo di N e S° per l’addizione e la moltiplicazione 


1 
con ge N. Abbiamo visto che ./° e N sono in corrispondenza 
biunivoca: 


x è n 
Abbiamo indicato con /7 l’insieme dei numeri razionali [4] 


NxazS. 
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. L. n |. x ui î 
Siano [+] e 7] i corrispondenti rispettivamente di # e w°. 


O EpÒro-t) 
IC) 


Si ottiene dunque, per la somma, il corrispondente della somma 
n + a e, per il prodotto, il corrispondente del prodotto n°: 


i |, n n° 1a N 
1 2 T + | 
(E =n° 2, è s = nn° 
1 1 1 ì 


Si dice che la corrispondenza biunivoca tra N e / è un isorsor- 
fismo per l’addizione e la moltiplicazione. 
Già sappiamo che questa corrispondenza è un isomorfismo per la 


relazione d’ordine. 
Identifichiamo gli insiemi N e /° ponendo: 


n 


[4] n perunrne N qualsiasi. 


Si dice che l’insieme N dei numeri naturali è irzzzerso nell'insieme 
L* dei numeri razionali. 
In particolare: 
l'elemento neutro 


dell’addizione, si identifica con il numero naturale 0; 
elemento neutro 


della moltiplicazione si identifica con il numero naturale 1. 
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D'altra parte, ad ogni numero naturale 4 e N* corrisponde un 
inverso a € Q+ tale che 
a-a=l. 


Conservando le notazioni indicate nel paragrafo 7: 
1 


aztmt_. 


a 
In base ai risultati dello stesso paragrafo, l'equazione: 
by=a, con aeN e beN* 


ha una ed una sola soluzione: 


a 


“a 


Questa soluzione si presenta sotto la forma di un quoziente di 
due numeri naturali. i 

Reciprocamente, sia --— un rappresentante di un numero ra- 
zionale a. Avremo: b 


[C+ 


l’ultima uguaglianza essendo giustificata dall’immersione di N in Q*. 
Ogni numero razionale @ è dunque il quoziente del numero na- 
turale 4 per il numero naturale È. Possiamo dunque enunciare il: 


TroREMA 1. — Ogni numero razionale è il quoziente di due numeri na- 
turali. 

Questo teorema giustifica la notazione corrente, in base alla 
quale un numero razionale si rappresenta con 


(anziché con 


La} 


come quoziente di due interi natura) ì 
Per questa ragione, già al capitolo VII abbiamo usato la nota- 


. a tt î ì 
* zione —— quando È divide «. In questo caso il numero razionale a è 


intero. 
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9. Proprietà della relazione d'ordine 


Fissati ad arbitrio i numeri razionali a, B, Y, 6, risalta : 


a<B > aty<B+», 

(a<B e yr<d) > a&y<B+Èò, 
a<f => ay<fy, 

(a<B e yr<0d) => ay< Pò. 


Le dimostrazioni sono analoghe a quelle sviluppate per i nu- 
meri naturali (v.c. IV, 5 e c. VI, 6). 


e 


10. Parte intera di un numero razionale 


Consideriamo un numero razionale: 


Eseguiamo la divisione euclidea di 4 per d. Sia q il quoziente 
euclideo e r il resto: 


a=bgtr e r<b. 


Operiamo ora in Q+. Moltiplichiamo i termini di queste due re- 


lazioni per —--, servendoci anzitutto della distributività rispetto al- 
l’addizione: 
b . b a 
RO LÀ Pep r PRA 
i ng 5 b 


Utilizzando ora le proprietà delle operazioni in Q*, si ottiene: 


r 4 


a 
— =“ — <1. 
eg 
Se ne deduce che: 
1) Ad ogni numero razionale @ = "a corrisponde uno ed 


un solo intero 9 (quoziente euclideo di 4 per 2). 
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Si definisce cosi una funzione che si indica con e(a) e che si chia- 
ma “ parte intera di a”. 
q= e(a) 


definita in 0+, che applica 0+* su N. |, 
2) Ad ogni numero razionale a = ra corrisponde uno ed 


un solo numero razionale —— dell’intervallo semiaperto a destra 
0, 1( : 
* n 
ee ela). 
Questa funzione applica Q* sull’intervallo (0, 1{ di Q*+. 


Osservazione. — Il quoziente euclideo 4 di 4 per è è caratteriz- 
zato da 
bg<za<bq+ 1); 


ne consegue: 


q< 1 <4q+1. 


Perciò, per ogni numero razionale e, si ha: 
ela) <a <e(a) + 1. 
Dimostriamo infine il seguente teorema: 


TEOREMA 2. — Ogni intervallo aperto di Q+ non è vuoto. 
Consideriamo infatti due numeri razionali @ e f tali che 


a < B. 


Dimostriamo che l’intervallo aperto }a, #{ non è vuoto. 
Aggiungendo a ai due termini @ < f, otteniamo. 
a+ 8 


Za <a +f, ossia a< n) 


Aggiungiamo £ ai due termini di a < £. Si ottiene: 


a+ <28, ossa © 
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Abbiamo dunque: 
a+ i 
E 


ed il teorema è dimostrato. 


sa 


Osservazione. — Questo teorema non vale nell’insieme N dei 
mumeri naturali. Sappiamo infatti che l’intervallo aperto }e, 4{ è 
vuoto se è è il successivo di 4: 


b=a+1. 


Conseguenza. — Ogni intervallo aperto di Q+ non ammette né un ele- 
mento più piccolo né un elemento più grande. 


Supponiamo infatti che ja, 8 ammetta un elemento più piccolo y. 
Si avrebbe allora: 
ye Ja, B( > a<y 


Per il teorema 2, l’intervallo aperto Jo, ( ammette almeno un 
elemento y'. Inoltre ]e, y( è contenuto in la, #( 

Esisterebbe dunque nell’intervallo proposto un elemento y' più 
piccolo del più piccolo elemento y. Ma questo è assurdo e l’ele- 
mento più piccolo y non esiste. 

Analogamente si dimostra che non esiste elemento più grande. 


Esercizi 


1. a) Trovare una condizione necessaria e sufficiente perché il 
prodotto di due numeri razionali sia un intero, facendo intervenire i 
rappresentanti irriducibili di questi numeri. 

b) Allo stesso modo trovare una condizione necessaria e suf- 
ficiente perché il quoziente di due numeri razionali sia un intero. 
c) Dato un numero razionale a, trovare tutti i numeri razio- 


nali f tali che af e F siano interi. 


2. Dati tre numeri razionali rappresentati rispettivamente dalle 
frazioni irriducibili: 
a c 


e 
"p* “d » “x : 
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trovare il più piccolo numero naturale # tale che i prodotti per w dei 
tre numeri razionali siano interi. i 


Applicazione. 
TW 35 
3. Dimostrare che la condizione necessaria e sufficiente perché 
sa sia il quadrato di un numero razionale è che il prodotto 4d sia il 
quadrato di un numero naturale (a e N e de N*). 
Applicazione. 


e. è A . 4 x 
Trovare tutti i numeri razionali -— sapendo che sono quadrati 
di numeri razionali con 4h = 144. 


4. Trovare una condizione necessaria e sufficiente affinché la 
somma di due numeri razionali sia un intero. 


5. a) Per quali valori di n e N il numero razionale: 


np 
Ara 


è uguale ad un numero intero? 
b) Trovare un 7 e N tale che « sia il quadrato di un numero 
razionale. 


6. Svolgere le dimostrazioni delle proprietà indicate al para- 
grafo 9 di questo capitolo. 

Si potrà fare un ragionamento analogo a quello seguito in N, 
oppure, in certi casi, fare intervenire dei rappresentanti aventi lo 
stesso denominatore. 


7. Dimostrare che, per ogni numero razionale a 7 0, la somma 


1 
a + -— supera 2. Trovare un a tale che: 
a 


8. Dato un numero razionale 


a € }0, If: 
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1) Trovare un numero naturale ge N* tale che: 


Fal ae 


2) Dedurre che ogni numero razionale dell’intervallo }0, 1{ . . 


può esprimersi come somma di un numero finito di numeri razio- 
nali dello stesso intervallo }0, 1(.della forma: 


1 
qui 
3) Applicazione. Fare questa scomposizione per 3g pe 


60 


9. Per un numero razionale @ qualsiasi, dimostrare che esiste 
un numero naturale » che differisce da @ per meno di LA 
10. Risolvere l’equazione: 
x e + x EA = —. 


11. Dato un numero naturale a e N* ed un numero primo }, 
risolvere: 


I i A pat 
x pe N, n ( n i p, con éb(r, )) 6 
Applicazione. 
n=9; p= 


12. 1) Dati quattro numeri naturali 4, è, c, 4 tali che 


be — ad= 1 


è . +. @ CA AR a 
dimostrare che le frazioni T e mi sono irriducibili. 


Ordinare i due numeri razionali che le ammettono per rappresen- 
tanti. 
2) Dimostrare che la frazione 
mad ne 


mb 4 nd° 
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con m e N* e ne N, è irriducibile se, e solamente se, — è irri- 
n 


ducibile (nell’ipotesi che i quattro numeri 4, è, c, 4, verifichino la 
relazione di 1). 


13*. Dati due numeri razionali @ < f, siano — e — 

presentanti rispettivamente di a e £. b d 

1) Dimostrare che per # € NN* e n € N qualsiansi, il numero 
razionale, rappresentato da 


dei rap- 


ma ++ ne 
mb + nd° 
appartiene all’intervallo semiaperto a destra (a, f(. 


2) Dimostrare che ogni numero razionale di (e, #( ha un 
rappresentante della forma 


ma + ne 
mb + nd° 
conme N*ene N. 
3) Provare che: 
mad ne mat nc n n 


Ati cite 


mb+ nd  mb+ nd sn mn m' 
4) Se ne deduca che ogni intervallo (a, 8 semiaperto di Q+ 
è equipotente a Q*. 
14. Sia e(a) la parte intera di a e Q+. Provare che: 
1) ela+n)=e(a)+ per ogni ne N 
2)a<f > ela)<e(b) (fe 2Q*) 
ela) <e(B) > a<f 
3) ela) + e(9) < ela + #). 
Quali possono essere i valori della differenza: 
ela + B)— [e(e) + e(B)]. | 


15*. 1) Siano 4 e è due numeri naturali (ge Nebdbe N*). 
Quali sono i numeri naturali x tali che: 


(3-6) 


(Indicazione. Effettuare la divisione euclidea di 4 per b.) 
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Quante sono le soluzioni? Esprimere questo numero cardinale 
in funzione di 6 e del resto r della divisione euclidea di 4 per È. 
2) Quali sono i numeri naturali x < è tali che: i 


in 


(Stessa indicazione di prima.) 
Dare il numero delle soluzioni in funzione di r. 
3) Dedurne per è > 1, la relazione: 


(4 a 1 a 2 a b-1 

: o) +: ni 7 ad Shrine +51) 
16*. Dato un numero razionale a ed un numero naturale 

tale che n > a, dimostrare che 


en-a)=n—-1—T e(a). 


17**. Dato un numero naturale x e N°* ed un numero razionale 
a € 0+, poniamo: 
ela) = g. 


1) Sia ce N* il più grande intero £ tale che 
k 
ot -<q+1. 
n 
Mostrare che: 
c+t1=%(9+1)— e(na). 


(Si utilizzi la relazione dell’esercizio 16.) 
2) Dimostrare che: 


per 4 e (0, <) si ha e (a cd 2) = e(a), 


per £ € }c, (si ha (+) +1, 


dove gli intervalli percorsi da £4 sono intervalli di N. 
3) Dedurne la relazione: 


a-1 


e + e(o+1)+ (+ E)+ (a+ )= 00) 
n n 


n 
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4) Supposto che il numero razionale a ammetta un rappresen- 
tante di denominatore w (dire a quale condizione) ritrovare il risul- 
tato dell’esercizio 15, 3). ° 


18*. Dimostrare, per un n € N* qualsiasi: 


1 1 ge 1 1 
—___———€ +. ___ e_____ CRI oa Vee ei 
D'Taatagtrga "7a PERE] 
1 1 1 
i lied naz 


1x2x3 2x3x4 n(n + 1)(2 + 2) 


- a dl DI 


3) Dedurne, per ricorrenza, la somma: 


1 1 
Seni — + 
x2X xa tIx3x «.- X #8+1) 
==" + a a 
È Zx4x 00 Xx (2+ 1)(@r+ 2) 
1 
+ 


a+ 1)+2) <-> (Qn- 1) 
19*. Dimostrare che, per # > 1 qualsiasi: 
6% 1 1 1 


841 + ala Tag 
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Numeri b-nariî 


Una volta studiate le strutture essenziali del’insieme Qt, 
il problema della numerazione si pone allo stesso modo che per 
N in un momento analogo dello sviluppo della teoria. 

Questo problema non può venir risolto immediatamente 
per ogni numero razionale; bisogna limitarsi ad una categoria 
particolare di numeri razionali che dipendono dalla scelta di una 
base b. 

Quando la base è dieci, questi numeri si chiamano “* deci- 
mali ”* ; quando la base è due, essi si chiamano “ numeri binari ”. 
Quando la base è un b qualsiasi, questi numeri non hanno per 
ora nessun nome corrispondente a questo caso generale. 

Li chiameremo “ numeri b-nari” ed indicheremo îl loro 
insieme con Qi. Questa parte di Q+ avrà n ruolo importante 
in seguito. 

Relativamente al problema che ora ci riguarda si possono 
trovare per questi numeri delle figurazioni nella base b molto 
vicine a quelle dei numeri naturali e servirsene per definire ope- 
razioni pratiche di calcolo numerico: addizione, sottrazione, 
moltiplicazione. 

Va rilevato che QÌ non è un sottogruppo moltiplicativo 


di Q*. 


1. Consideriamo un numero razionale a rappresentato dalla frazione 


n 


d 


Sappiamo rappresentare i numeri razionali # e 4 in una base data 
b (v.c. VIII) 


= fn © ATA + rib+ ro, 


deren è d=rb+-.-+rib+ ro. 
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Possiamo dunque rappresentare nella base », il numero razionale 
a mediante la 


Pm***To 


a= ————. 
i 7 
fa *** o 


Questa rappresentazione del numero @ non è evidentemente 
unica, perché a può essere rappresentata da una qualsiasi frazione 
della classe: 


Oggetto di questo capitolo è lo studio dei numeri razionali per 
i quali è possibile trovare una rappresentazione, nella base scelta b, 
molto vicina a quella dei numeri interi naturali. Questi numeri razio- 
nali @ sono dotati della seguente proprietà: ‘“ Esiste un rappresentante 
di @ avente un denominatore che è una potenza intera 6P della 
base 6”. Chiameremo tali numeri razionali numeri b-nari. 


Derinizione. — Si chiama numero b-nario ogni numero razionale 
avente un rappresentante il cui denominatore è sa potenza intera della base 
b del sistema di numerazione scelto. 


- Ò n 
a è b-nario «> pel a=|7| 
Osservazione. — Per ogni base è, si ha: 
bo = 1. 


Per conseguenza, ogni numero naturale x è un numero b-nario 
qualunque sia la base 2, poiché: 


san = EER 


Numeri decimali. — Nel sistema di base 4 = dieci, la definizione 
precedente diventa: 


Si chiama numero decimale ogni numero razionale avente un rappre- 
sentante il cui denominatore è una potenza intera di dieci. 


a è decimale <> @AHpeN a= [| (con b= dieci). 
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2. Studio preliminare 


' 


Il problema che ora si pone è il seguente: scelta una base £, 
riconoscere in 0+, i numeri &-nari. 

Prima di risolvere questo problema, studiamo il problema pre- 
liminare seguente nell’insieme N dei numeri naturali. 


Problema. 


Dati due numeri naturali a e b, maggiori di 1, riconoscere, scompo- 
mendoli în fattori primi, se esiste un numero naturale p tale che bP sia mul- 
tiplo di a: 

be A (a). 

1) Condizione necessaria. 


Supponiamo che esista f(p € ÎV) tale che: 
be A (a). 


Applichiamo il teorema 5 del capitolo XIV. 

La decomposizione di 5? contiene ogni fattore primo di 4 con 
un esponente almeno uguale. 

L’insieme dei divisori primi di bP coincide con l’insieme dei di- 
visori primi di è. [Ogni divisore di £, infatti, divide evidentemente 
b>, ed ogni divisore primo di b? divide b (v.c. XIV, P.).] Per conse- 
guenza, la decomposizione di 4 contiene ogni divisore primo di 4. 
Cosi, perché esista un numero naturale ) tale che 5? € Lf (4) è ne- 
cessario che ogni divisore primo di 4 sia divisore di .. 


2) Condizione sufficiente. Bo 


Supponiamo che ogni divisori a sia divisore di b. Proviamo 
che esiste un numero naturale f tale che 52 e (a). Per fissare le 
idee, supponiamo che «4 abbia tre divisori primi: 


a= coder, 


e, f, y essendo numeri naturali non nulli. 
Per ipotesi, la decomposizione in fattori primi di è contiene i 


‘fattori c, 4, e. Essa può anche contenerne altri. Mettiamo in evidenza 


i fattori c, 4, e nella decomposizione di » e raggruppiamo gli altri 
eventuali fattori primi in un solo fattore g: 


b= ad’ g, 


a', B',y' essendo numeri naturali non nulli. 
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Scegliamo un p € N tale da avere simultaneamente: 


pa'>a, pe'>R pr>v 


Si avrà allora: 
bo = cPa' dPb' epr qp. 


Per il teorema 5 del capitolo XIV se ne deduce che: 
be A (a). 
Si può cosi enunciare il: 


LEMMA PRELIMINARE. — Dati due numeri naturali a e b stretta 
mente superiori a 1, affinché esista un numero naturale p tale che b® sia mul- 
tiplo di a è necessario e sufficiente che ogni divisore primo di a sia divisore di b. 


Osservazioni. 


1) Supponiamo che esista un numero naturale p tale che 
br e A (a). Per ogni ge N, qualsiasi numero naturale p +4 9 veri 
fica la 

brte e A (a), 
perché da 


bora = brbi e bre A (a) discende br. boe MH (a). 


Ne consegue che: 

Dati due numeri naturali 4 e & superiori a 1, l'insieme degli in- 
teri p tali che bPe A (a), è o l'insieme vuoto, oppure un insieme 
infinito. 

Sarà l’insieme vuoto quando un divisore primo di 4 non divide 
b; un insieme infinito quando ogni divisore primo di 4 divide d. 

2) Supponiamo che ogni divisore di 4 divida 4: i numeri p tali 
che 59 e 4 (a) costituiscono allora un insieme infinito. Questo 
insieme ammette un più piccolo elemento fs, (v.c. V, teorema 3). 

Ecco come è possibile trovare questo elemento più piccoio. 

Per la precedente dimostrazione, fo è il più piccolo degli interi 
che verificano simultaneamente le condizioni 


po'>a pB'>B pr>v 


dove a, 8, y, a’, B', y° sono numeri naturali non nulli. 
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Le condizioni poste dianzi sono logicamente equivalenti alle: 


a B y 
> —- op 
dar da PEG 


Indichiamo con (5) la parte intera di n (v.c. XVI, 10). 
a 
Se tai è un intero, il più piccolo f tale che p> = è: 
a a 
a 
di == (5) pnl IA 


a 


Se sa non è un intero, il più piccolo f tale che p > na è 
a a 


pi=e(2)+1. 


Tanto nell’uno che nell’altro caso sappiamo determinare il più 
piccolo f, tale che 


> a 
Pi a' È 


Allo stesso modo determiniamo gli interi più piccoli fa € fa 
tali che: 
B ta 
Pa 2 A € Ps > rà 
L'intero più piccolo p tale che 59 e € (2) è allora il più grande 
Pe dei tre numeri f,, Ps, f3: 


Po= max {Py dr Ps}. 
Esempio. 

aq= 28 Xx 55 b4 718 

b = 22x 59x 79x 11. 


Ogni divisore primo di 4 divide 4. L'insieme dei numeri f tali 
che 5? € € (2) è infinito. Cerchiamo il più piccolo fra essi: esso è 
il più piccolo dei numeri p che verificano simultaneamente le con- 
dizioni 

3p > 8 pa 3 6p > 18, 
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“ossia” 


8 
P>G PA p>—. 


8 
3, non è un intero e 


L’intero più piccolo f tale che: p> 3 è dunque: 


5 . . pP.=2+1=3. 
77 Ron è un intero e 


n 
Pera 
uo 
—— 
Il 
P 


L’intero più piccolo f tale che p > i è dunque: 
P: = 0 + 1 e 1. 


a è Pi 3 
€ alabibn 5 


L’intero più piccolo f tale che p > È è quindi: 


br= è 
Per conseguenza l’intero più piccolo p tale che 2? € (4) è: 
Po max {3; 1; 3}=3, 
L’insieme dei numeri p tali che bP € H (4) coincide con l’in- 


sieme dei numeri naturali f che verificano f > 3. 


3. Riconoscere se un numero razionale è b-nario 


Se il numero razionale è intero, sappiamo che esso è d-nario. 
Il problema si pone dunque per un numero razionale non in- 


tero a. Sia 7 il rappresentante irriducibile di a: n e d sono primi tra 
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loro. Inoltre, poiché a è non intero, risulta d > 1. È noto che (v.c. 
XV, 3): 
RA > MgeN* m=nq e d'=dq. 
d d' 

È chiaro dunque che ogni rappresentante di @ ha un denominatore 
d'e A (d) e reciprocamente, se d' e .@ (d), esiste un rappresentante 
di a avente questo denominatore d'. 

Si può dunque affermare che: £ Perché il numero razionale a, 


; dui do n . 
avente il rappresentante irriducibile "a abbia un rappresentante 


di denominatore 4’, occorre e basta che d' e € (d)”. 
Per definizione: 
sa b-nrio + Ape N* T-]7- 


Da quanto detto dianzi, si deduce che: 


sa b-nario + BApeN* be d(d). 


Applicando allora il lemma preliminare, si può enunciare il 
TEOREMA. — Affinché un numero razionale non intero sia b-mario, è 
necessario e sufficiente che îl suo rappresentante irriducibile abbia wn deno- 


minatore i cui divisori primi siano tutti divisori di b. 
Numeri decimali. — Nel sistema decimale 


b=2x 5. 


Affinché un numero razionale non intero sia decimale, è necessarto e suf- 
ficiente che il suo rappresentante irriducibile abbia un denominatore î cui 
unici divisori primi siano 2 e 5. 

Esempi. 

55 
i)a=-3. 
88 5 
Il rappresentante irriducibile di a è ra Si ha: 


sedi 
a è dunque decimale. 
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Cerchiamo l’intero più piccolo f tale che 0” € (8), tale ossia | 


che: 
29 x SP sia multiplo di 2?. 
Si trova immediatamente f = 3 e: 
-— 858 5 Sx 685 | 
882 Dx 5 108° | 
9 
2) a= — 
140. 7 

Il rappresentante irriducibile di a è -—. Si ha: 


20° 
QRS, 
@ è quindi decimale. 
Cerchiamo l’intero più piccolo f tale che bP E 1 (20) ossia: 
29 x 59 multiplo di 22 x 5. 
Si ha subito che p= 2, e risulta: 


Sa Fo 35 
140 22x50 22x58 108° 
3) a = de 
140 
31 è primo e non divide 140. Ci si trova già di fronte al rappre- 
sentante irriducibile di a. Abbiamo: 


140=22x 5x7. 
Il denominatore ha un divisore primo che non divide 10. Per 


conseguenza a non è decimale. 


4. Rappresentazione nella base b di un numero b-nario 


i ; î n 2 
Sia a un numero b-nario non intero. Se T è il suo rappre- 


sentante irriducibile, esiste un insieme infinito di numeri naturali p 
tali che bP E A (4). 
L'elemento più piccolo di questo insieme è unico. 
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Nella classe di @ esiste dunque una ed una sola frazione 
a 
A 
corrispondente al numerò più piccolo }. 


Chiameremo questa frazione îl rappresentante b-nario più semplice 
del numero b-nario «. Nei primi due esempi precedenti, abbiamo tro- 


vato i rappresentanti decimali più semplici di —- EETT, che sono 
rispettivamente : 4 

625 P 35 

103 102° 


Non bisogna confondere il rappresentante b-nario più semplice 
con il rappresentante più semplice, irriducibile, use del numero .- 


nario a. Cercheremo (nell’esercizio n. 1) di dimostrare in quali casi 
questi due rappresentanti si identificano. 


da 4 . . si . 
Si riconosce che 9 è il rappresentante b-nario più semplice 


nella classe di @, per il fatto che è non divide 4. 
Infatti, se è divide 4, si ha: 
b , 
a= ba' e na Card ni — 3 - 


br br po-i 


a ; Finiti ; 
ir non è il rappresentante b-nario più semplice. 


Se 4 non divide 4, non si può avere: O 


a a' 


at con q<p, i 


in quanto altrimenti: 
abt= a'hr >  a= a'bP-0, 


e db dividerebbe a, contro l’ipotesi. 
Rappresentiamo allora il numero #-nario non intero a mediante 
il suo rappresentante 2-nario più semplice, che è unico. 


Aa =. 


bp 
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Sia r, **- ro la rappresentazione di a nella base è (r, 4 0). Perché è 
non divida 4, è necessario e sufficiente che rg # 0 (v.c. IX, 2). Si ha 
quindi: 


Fu*** o 


a=-—-_—, conryg#0 e rn7#0, 


e questa rappresentazione nella base 4 del numero b-nario non intero 
a è unico. — : 
Consideriamo ora i due casi possibili: 


Primo caso: p < n. — Esiste allora nello sviluppo di base è di 4 
, un termine di rango f, che mettiamo in evidenza: 


a=r,b" + sE + rybP + FpbP1 + °° + Fo 


a Ù . 1 
Il numero va è il prodotto di 4 per n 


1 1 
— + «°° +ro: —. 


174 . 
7 = fab P4 0 +ra trp 5 A 


br 


Si ottiene cosi lo svi/uppo generalizzato di based del numero b-nario. 
Esso si chiama generalizzato perché fa intervenire le potenze 


dell’inverso La della base 


1 1 1 
vida 


che si chiamano unità b-narie d’ordine 1, 2, 3... 
Questo sviluppo si scompone in due parti: 
La parte intera: 
ryb"P + <.. 4+r,, con r, #0. 
La parte b-naria: 


1 1 
gaeta con ro. 


Per distinguere queste due parti, si scinde in due la rappresenta- 
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zione di 4 mediante una virgola e si scrive: 


——_ = fa °°° Fm Fp-r1 0°" fo 


b? 


La parte intera è una figurazione di n -+ 1— p cifre. La parte 
b-naria è una figurazione di p cifre. (In certi paesi si usa sostituire la 
virgola con un punto.) 

Secondo caso: p>n. — Nello sviluppo di 4 non esiste allora un 
termine di rango p: i 

a=rb" + --- + Fo 


Si aggiunge il numero minimo p — n di termini nulli: 


O. br +0. b0t84+ ...+0- ba 


perché si trovi il rango f; si ottiene: 


a= 0 - bP+ 0. bP1+ 00 +0 BH pr to + ro 


onde 
a 1 1 1 1 
prede dite ra pre ep 


e si rappresenta 

bo 
separando con una virgola la parte intera, che è 0, dalla parte 4-naria 
0... Or ec Fo! 


— = 0, 00+-- Or ecero Mm7#E0; 70. 


La parte b-naria è ancora una figurazione di f cifre, non essendo 
l’ultima a destra, re, nulla. 

In ambedue i casi, il numero b-nario non intero @ è rappresen- 
tato in un unico modo nella base 5. 


Esempi nel sistema decimale. 
17 869 
200 


a = 
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Si ha: 
2 17869x 5 _ 89345 


200 x 5 1000” 


& è decimale ed il suo rappresentante decimale più semplice è 
cosf ottentito în quanto il numeratore non è divisibile per 10. 
Ji denominatore è 10?. La parte decimale ha 3 cifre: 


a = 89,345. 
2) a= 2%, 
50 
Si ha: 14 
du =: 
100 


che è il rappresentante decimale più semplice poiché 14 non è divi- 
sibile per 10. Il denominatore è 102. La parte decimale ha due cifre: 


a = 0,14. 
12 


dieta 
) «= 00 


Per avere il rappresentante decimale più semplice, si dividono i 
due termini della frazione per 2: 


Il denominatore è 10%. La parte decimale ha 3 cifre: 
a = 0,006. 
5. Riconoscere l’ordine di due numeri b-nari assegnati mediante le loro fi- 
gurazioni 


Consideriamo due numeri &-nari @ e f. Indichiamo con e(a) ed 
e(B) le parti intere di a e #; si ha: 


ela) > e(B) > a>f. 


Cominciamo dunque col confrontare le parti intere di a e /. 
Sappiamo farlo per quanto visto nel capitolo VIII, 6. 
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Esempio. — Nel sistema decimale, siano: 
a= 37,01 e = 29,987. 
Si ha 
ela)= 37 e e(B)= 29 
e . 


37 >29 > 37,01 > 29,987. 


Se le parti intere non sono uguali il problema è risolto. 

Esaminiamo ora il caso in cui e(a) = e(f). 

Se a e 8 sono ambedue interi, essi sono uguali. Se a e f non sono 
ambedue interi, allora, posto ì 


n= ela) = e(8) 
si ha 
ric? 
a=n+4 “i (la parte b-naria ha p cifre) 
ui 00% | 
fBe=nt dee i (la parte &-naria ha g cifre). 


Per fissare le idee, supponiamo f < g. 

Riduciamo le due parti &-narie allo stesso denominatore bt. 
Bisogna moltiplicare un numeratore ed il denominatore della parte d- 
naria di @ per be”. 


rico 1,0... 0 


si È È . 
cas ie ha (si aggiungono qg— ) zeri) 
(È E , 
1... 7 
4 ZA 
Bon=———_. 


a e 8 sono nello stesso ordine di @ — x e f — #, i quali a loro volta 
sono nello stesso ordine dei loro numeratori (poiché hanno lo stesso 
denominatore). 

A questi due numeratori che hanno lo stesso numero 9 di cifre 
si applica la regola d’ordine di due figurazioni aventi lo stesso car- 


‘ dinale (v.c. VIII, 6). Questo significa applicare l’ordine lessico- 


grafico a 


Confrontiamo queste due parti b-narie senza tenere conto del numero 
di cifre di queste parti. (Quando si cerca un vocabolo in un dizio- 
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nario, non si tiene conto del numero di lettere del vocabolo, ma della 
natura e dell’ordine delle lettere.) 

Queste due figurazioni sono nello stesso ordine delle due prime 
cifre dello stesso rango, partendo da sinistra. 

Qualora tutte le cifre si esaurissero senza incontrare alcuna dif- 
ferenza fra cifre dello stesso rango, la figurazione che ha mend cifre 
rappresenta il numero più piccolo. 


REGOLA. 


1) Due figurazioni b-narîe che hanno parti intere diverse sono nello 
stesso ordine di queste parti intere. 

2) Due figurazioni b-narie aventi parti intere uguali sono nello stesso 
ordine delle due prime cifre diverse dello stesso rango delle loro parti b-narie 
partendo da sinistra. 

Esempio nel sistema decimale 


a= 10,876 = 10,8759. 

Le parti intere sono uguali. Confrontiamo le cifre dello stesso 
rango delle parti decimali. Al terzo rango, partendo dalla virgola, 
abbiamo: 

6>5S. 

Si conclude che: 

a > fb. 
6. Operazioni in QÌ. 


Scelta la base 6, indichiamo con Q} l’insieme dei numeri #-nari: 
esso è una parte di Q* e questa parte contiene N: 


Nec oi cd. 


Studieremo ora le operazioni definite in Q+, operando su una 
coppia @ e 8 di numeri di (7. 

Se il composto di a e f è un numero #-nario, l’operazione corri- 
spondente sarà interna a O}, e si porrà allora il problema della rap- 
presentazione mediante cifre del numero b-nario ottenuto. 


A. Addizione. 


Siano 


due numeri di O}. 
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Applichiamo la definizione dell’addizione in Q*. 
Se p > q, possiamo assumere bP come denominatore comune: 


REC a'b»-e 
“— e "7 hr 
onde SO, . 
I e" a+ a'bp-a 

4 a + fo) = ere 


Si ottiene un numero d-nario. L’addizione dei numeri razionali 
è dunque un’operazione interna a O}: 


(ae 0; BEL) > a+tfelb 


2 Cerchiamo la rappresentazione in cifre di a + /. 
Sappiamo trovare la rappresentazione in cifre di 4+ a'bP-e 
(v.c. IX). 
Supponiamo che: 


siano le rappresentazioni binarie più semplici: cioè 4 non divida né 
a né d'. 
1) p > g. — Allora è non divide 4 + 4‘5P-? (perché b, dividendo 
b»-a, dividerebbe 4). Perciò 
a+ a'hr-0 
br 


è il rappresentante 4-nario più semplice di a + f. 
La parte b-naria di @ + f ha p cifre come a. 
2) p=qge b non divide 4 + 4°. Allora 


a+ a' 
bp 


. è ancora il rappresentante 4-nario più semplice di @ + f. La parte 
b-naria della somma ha ancora p cifre. 


tà 


non è il rappresen- 


3) p=gq e b divide 4+ @’. Allora 5 te 


tante 4-nario più semplice di @ + f. La parte b-naria della somma 
ha meno di p cifre. 
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Per trovare la rappresentazione in cifre di a + f è ancora possi- 
bile separare con una virgola ) cifre a destra di 4+ 4', compresi 
gli zeri che si trovano a destra, e abbandonare poi questi zeri per 
ottenere la rappresentazione cercata di a + £. 


Esempi nel sistema decimale. LELE 


1) a= 3,741 = 15,08. 
Abbiamo: 
3 741 1 508 15 080 
oz — ——— ri — 


10? 10° = 108 


onde: 


37414 15080 18821 
4g = 18821. 


Disposizione pratica : Si ordinano i numeri in modo che le vir- 
gole e le cifre dello stesso rango della parte in- 
tera (e della parte decimale) siano in colonna. Si 
esegue poi l’addizione come per i numeri interi, 
18,821 ponendo automaticamente la virgola nella me- 
desima colonna. 


2) a == 32,781 B=> 5,619 
32781 5619. , 38/400 
(#4 108 "4 B = 10 5 U - fo) mi — 105 n. 


(È questo il caso in cui p = g ed 4-+ a' è divisibile per d.) 
Scriveremo: 
a + B = 38,400 
(separando 3 cifre) onde: 
a+ = 38,4. 
Disposizione pratica: 


32,781 
5,619 


38,400 onde a+ = 38,4. 
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B. Sottrazione. 


Siano a 1 a' 
a=- ‘e B=£ 


“Db 


due numeri di Qj tali che a > /. 
Se ) > q, assumiamo 5? come comune denominatore e 


a a'bp-a 
= STO 
onde 
a— a'h9-e 
a — f == — ba °° 


Si ottiene un numero b-nario. La sottrazione è dunque interna 
2 Qt. (Ricordiamo che la sottrazione a — f non è ovunque definita 
in Of. Bisogna che a > /.) 


nau Cerchiamo la rappresentazione in cifre di @ — /. 


Sappiamo trovare la rappresentazione in cifre di 4 — a'bP-0 (v. 
c. IX). 

Per quanto riguarda la parte 5-naria, le osservazioni sono identi- 
che a quelle fatte per l’addizione. 


Esempi 
1) a= 18,59 =3,079. Disposizione pratica 
Si ha: 18,59 
1859 18590 3.079 3,079 
ag ag Pg 15,511 
18590 — 3079 15511 
a-B= = = 15511. 


2) a= 14,489 = 3,889. Disposizione pratica 


Si ha: 14,489 
14489, 3889 si 
aa PT 10,600 + 10,6 
10.600 
10? 
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È questo il caso in cui p= 9g e è divide 4— a’. 
Si scriverà: a — £2 = 10,600 (separando le 3 cifre), onde: 


a— f= 10,6. 
C. Moltiplicazione. ve 
Siano: a a' 
a= ” e te) = e 


due numeri di O}. Moltiplichiamoli: 


f 


da 
af = pre 


Si ottiene un numero è-nario. La moltiplicazione è un’operazione 
interna a O}: 
(ae 0} e BEL) > afeli. 


> Cerchiamo la rappresentazione in cifre di @/. 
Sappiamo trovare la rappresentazione in cifre di ab (v.c. IX). 
Supponiamo che: 


siano le rappresentazioni d-narie più semplici di @ e f: è non divide 
né a né a’. 
Tuttavia 4 può dividere il prodotto «4°. 


1) Se è non divide za’, la parte d-naria di af ha p+ g cifre. 

2) Se è divide 4a’, la parte b-naria di af ha meno di p + gq cifre. 
ancora possibile, in questo caso, separare mediante una virgola 

P + q cifre a destra della rappresentazione di 44’ (compresi gli zeri), 
ed abbandonare poi gli zeri di destra per ottenere la rappresentazione 


di af. 
Esempi. 
1)a= 2,13 = 30,7, 
__ 213 8= 307 
“Tp CT 
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onde: i 
213 x 307 65391 
af = ic e sa 65,391 
_ 2,13 ._ Disposizione pratica. Si esegue la moltiplicazione come 
30,7 per i numeri interi senza tener conto delle virgole. Si 
1491 determina la parte decimale del prodotto separando con 
una virgola f+ g cifre a destra. 
639 0 
65,391 
2) a= 6,25 B= 0,64, 
_ 625 8= 64 6,25 
10 * 10” 0,64 
onde: “2500 
ge 625x 64 _ 40.000 3750 
afp= ——_——_— = -——, 
104 104 4,0000 > 4. 


Si ottiene a8 = 4,0000, onde af = 4. 


D. Divisione. 
Siano: 
a= » e fB= x 
due numeri di 07. Abbiamo: 
a a ba a be 
Pa pre 


Bb a a he 


bn 


sia b-nario, bisogna che —— sia &-nario. 
a 


ULI 
Poiché il numero x» ha la forma DA oppure 5”, perché + 


In genere non è b-nario. La divisione, ovunque definita 


a' 


in Q+ (eccetto che per f = 0) non è una operazione interna in 0}. 


Osservazione. — Nell’insieme O} la moltiplicazione non ha tutte 
le proprietà di gruppo: 
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1) La moltiplicazione è interna. 
2) È associativa. 
3) Ammette un elemento neutro: 


1e0}.0 


Ma ogni numero é-nario non ammette necessariamente un inverso 
b-nario. 
0? non è quindi un sotto-gruppo moltiplicativo di Q*. 


Esercizi 


1. Sia @ un numero b-nario. In qual caso il suo rappresentante 
irriducibile coincide con il suo rappresentante 6-nario più semplice? 
Dare degli esempi nella base 6 = 10. 


2. Dati a = 7000 e &= 2520 nel sistema decimale, qual è 
l’intero più piccolo f tale che 5? e € (4)? 


3. Sono decimali i seguenti numeri razionali? 
17 51 34 324 33 
125° 80% 85° 144° 1375 


4. Dare le rappresentazioni irriducibili di ciascuno dei seguenti 


numeri decimali: 
17,08; 0,55; 0,036; 0,0075. 


5. Trovare i rappresentanti del numero decimale 0,75 il cui nu- 


meratore appartiene a (25; 30} ed il denominatore a (35; 40). 
6. Il numero razionale rappresentato nel sistema decimale da 
5 È 
— è binario (6 = due). 
Rappresentarlo nel sistema binario. 
7. Dati i numeri razionali rappresentati nel sistema decimale da: 
21 4 4 


1 
Se 8= 35; #îgg? 
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a) Dire, per ciascuno di essi, per quale valore di è < dieci 
questi numeri sono b-nari. 

b) Dopo aver trovate le basi possibili, scrivere il numero b- 
mario corrispondente in ciascuna di tali basi. 


8. Trovare i numeri decimali, di rappresentante irriducibile 


-£ taliche4b= 12 600. 


b 
9. Qual è il più grande dei due numeri razionali seguenti? 
11 13 15 17 
= 19. — li Li EL 
i ta tanta; te 
11 15 13 19 
= 19 Sese SS i E 
A tataat 23 t 230 
10. Trovare un x € N tale che il numero: 
3(x°— 1) 
‘xx — 9 
sia decimale. x ). 


11. Consideriamo il numero razionale @, rappresentato nel si- 


stema decimale da 
49 


64° 
Dimostrare che @ è binario e scrivere questo numero in base due. 


12. Eseguire le seguenti operazioni in O} (base due): 
10,101 + 101,01 
11,001 — 10,111 
1,0101 x 10,01. 

13. Dati nel sistema decimale i numeri: 


a=111 b=111111. 


Trovare l’insieme dei numeri naturali » tale che 5? € A (2). 
Pit in generale, se 2 e € (4), qual è l’insieme dei numeri ) 
tali che bP E A (4)? 
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Calcoli numerici approssimati 


Risolto il problema della figurazione in base b di un nu- 
msero di QÌ, ci si chiede se è possibile estendere la soluzione-di 
questo problema ai numeri razionali che non appartengono a 
Qì. 

Quest’estensione potrà farsi racchiudendo un numero ra- 
gionale tra due numeri b-nari, servendosi dell'ordine totale în 
Qi 

La legittima preoccupazione di far sì che i numeri che rac- 
chiudono il numero razionale dato siano sempre più vicini, ci 
mette di fronte ad una nuova scienza, la topologia (dal greco: 
“ topos” luogo, e “ logos” discorso). 

La figurazione nella base b di un numero razionale che non 
appartiene a Qi assume così un nuavo carattere: si presenta in 
forma di una successione infinita di cifre. Questa “ figurazione 
infinita” di un numero razionale ha tuttavia una particolarità: 
è periodica. 

Partendo dall’osservazione che un numero naturale (G466t% 
si può anche rappresentare come una “ figurazione infinita pe- 
riodica”’, convenendo di accettare il periodo 0, si otterrà cosi 
sana particolare caratteristica dell’insieme Q+, senza distin- 
gione fra î suoi elementi. 


1. Numero b-nario approssimato di un numero razionale 


Problema. 


Scelta la base b della numerazione, fissiamo un numero razionale @ 
ed un numero naturale n. Trovare un numero naturale q tale che: 


q q+1 
pa <a < A 5 
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Indichiamo con + un rappresentante di a. Allora: , 


q a 
> ale” ie "> 


Le condizioni a destra si deducono da quelle di sinistra molti- 
plicandole per db". 

Il numero cercato g è quindi il quoziente euclideo di 45* per d. 

‘Esso è unico, poiché la relazione d’ordine non dipende dal rap- 
presentante scelto per a. 


DEFINIZIONI. — 1 si chiama valore b-nario approssimato di @ 


dg < ab" < d(q + 1). 


1 
a meno di bi per difetto; sti si chiama valore b-nario approssimato 


di a a meno di —— per eccesso. 
ba 


Caso particolare. — n= 0. 
Se il numero dato # è nullo, allora: 
quea<gqti 


ed il numero cercato 9 è la parte intera e(a) del numero razionale a. 


Esempio. — Dati, nel sistema decimale 
__ 132 
211 


ed il numero # = 3, trovare i numeri decimali approssimati di a a 
1 
meno di 1 Avremo: 
q 132 gq+1 


‘ q< 132 1). 
a a © 2119 <132000<211(9+ 1) 


Calcoliamo il quoziente euclideo di 132 000 per 211. 
Si trova g= 625, e perciò: 


132 
d = 26. 
0,6 >< < 0,626 
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2. Successione dei valori b-nari approssimati di un numero razionale a 


Cominciamo con il risolvere il seguente problema: 


Problema. 
Dati a € Q+ e ne N, confrontare i valori b-nari approssimati di 
di 1 1 
aa meno bi e bari ° 


Sia 4 un rappresentante di a. Abbiamo: 


q a q+1 


(1) Pe e dq < ab < d(g+ 1), 


9 g+1 


ad 
(2) peri < #1 << paio <> dq' < ab"t1 < d(q' + 1). 


Moltiplichiamo i due membri della (1) per è: 
(3) dbq < ab"+1 < db(qg + 1). 


Confrontiamo le disuguaglianze (2) e (3): 
Il quoziente euclideo g' di ab"+! per dè il pit grazde numero natu- 
rale tale che: 
dq' << abnt1. 
Abbiamo dunque: 
dbq < dq'. 


Analogamente, g' + 1 è il numero naturale più piccolo tale che: 
d(g' + 1) > ab®41. 
Quindi: 
. ‘dela +1) > d(g' +1). 
Concludendo: 
dbq < dq' < ab"+1 < d(g' +1) < d(g+ 1) 
e, dividendo per db"+!: 


q q' @ 1 +1 
pd S pa n 


CK. 


brti bn 
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Tl problema è cosi risolto. 
Prendiamo ora per n i numeri nell’ordine naturale di N: 


ne 0, 1, 2,3,...,9,...} 


e, per ciascun #, calcoliamo i valori approssimati per difetto e per 
eccesso. Si ottiene una successione di valori approssimati per di- 
fetto: 


I _ q 
COR se i. 
maggiorata da a 
ed una successione di valori approssimati per eccesso: 


i 1 41 
e(a)+1> ni > ni >. >£E >... >a 
(Veli 3 coda Tar 
. minorata da a. - n° 2 
In particolare, per un » qualsiasi, abbiamo: 
1 
do)<fa cai < ea) + 1. 


Se ne deduce che la parte intera di | è uguale alla parte in- 


tera di a: 
e (£) = ela). 


TEOREMA 1. — Per un numero naturale n qualsiasi, la parte intera del 


valore b-nario approssimato per difetto a meno di a) del numero razionale 
a è uguale alla parte intera di a. 


Conseguenze. — Vogliamo calcolare numericamente + (ponia- 
mo g, = q per semplificare la notazione). 
Torniamo alle condizioni: 
q giri 


-— Ka<C-—— 


e 1)d. 
5a la qd< ab <(9+1)d 


Sia 


af" Fo 
nella base 6. 
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La rappresentazione di ab" è: 
. fa cc-r0--- 0, 
con # zeri a destra. 


Il numero 4 si ottiene eseguendo la divisione euclidea di 4h" 
per d. Sappiamo trovare la sua rappresentazione nella base 5 (v.c.KX): 


GE UM ho. 


Il numero + è rappresentato dalla figurazione che si ottiene 


dalla precedente separando con una virgola # cifre a destra. La fi- 
gurazione a sinistra della virgola rappresenta: 


Del resto, per ottenere la parte intera e(a) del numero 


si esegue la divisione euclidea, per lo stesso divisore 4, di r, --- ro. 
All’inizio la divisione è la stessa della precedente. Sappiamo che, 
(v. teorema 1): 


Perciò, se limitiamo la prima divisione all’esaurirsi delle cifre 


UT 


di r,-*- Fo, si ottiene: 
Se si va avanti con la divisione, si otterranno a quoziente le cifre 


della parte b-naria di i. Una volta ottenute w cifre d-narie (che 
possono essere degli zeri a partire da un certo rango, se 2A non è 


il rappresentante d-nario più semplice), si sospenderà la divisione. 
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Esempio. — Valore decimale approssimato a meno di 10° di 
__ 6581 
212 
6 581 212 Si esegue la divisione euclidea di 6 581 per 


212. Quando si è ottenuto e(a) = 31, si mette una 


"av 31,042 virgola al quoziente. Si prosegue nella divisione 
520 mettendo uno zero alla destra del resto. Si smette 

96 dopo aver ottenuto 3 cifre decimali. 
Osservazione. — Nella successione dei valori b-nari approssimati 


per difetto di a per passare da 


In Anti 
br a bn+1 


basta andare avanti con la divisione calcolando in più le cifre b-narie 
d’ordine n + 1. 
3. Parte intera del quoziente di un numero razionale per un intero 


Sia @ un numero razionale e d un numero naturale non nullo. 
La parte intera #= e(a) è caratterizzata dalla 


a=-"nt+0o e p0<1, 


dove © è un numero razionale. La parte intera 
a 
= ei —— 
: d 


aq <q+1 > qd<a<dg+1). 


è caratterizzata dalla 


Abbiamo dunque: 


qgd<n+o0<4d(g+ 1). 
Dalla 


nt+to<dg+1) 
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si deduce a fortiori: 


n<dqg+ 1). 
D’altra parte: 
(da<nto e e0<1) > d<an+1 > dq< n. 
Concludendo 
dg<n<4d(g+ 1), 
ossia: 
di 1 
Lelli dra . 


Queste disuguaglianze esprimono che la parte intera di = è q. 
Possiamo dunque enunciare il: 


TEOREMA 2. — Sea è un numero razionale e d un numero naturale 


non nullo, la parte intera di + è uguale alla parte intera di 5 si ; 


iena) 


Esempio. 
292 
= gu e d= 5. 
._ Si ha anzitutto e(a) = 97, quoziente euclideo di 292 per 3. Per- 
ciò 
ela) __ 97 
do 5° 
. e(a) , 
La parte intera di - - è: 


d 
97 
— ]= 19. 
(7) 
Calcoliamo poi la parte intera di 3. Abbiamo: 


a 292 292 
do 3x5 15° 
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292 3 97 
(7) 19. ossia: (3) 


4. Quoziente b-nario approssimato di un numero b-nario per wn intero 


Si trova: 


Se a è un numero b-nario e d un numero naturale non nullo, il 

<p» a : ; . 
quoziente T è un numero in generale non d-nario; esso è un nu- 
mero razionale“di cui è possibile calcolare i valori 4-nari appros- 


vd 


simati a meno di r"% 


di eni 
Sd 
Ta si chiama il quoziente 4-nario approssimato di a per d, per difetto 


a meno di ——. 
bo 


Il problema che si pone è il seguente: 

Date, nella base 4, le rappresentazioni di « e 4, è possibile elabo- 
rare una tecnica, analoga a quella che conosciamo per due numeri 
interi, che dia la rappresentazione in cifre del quoziente approssi- 
mato richiesto? 

Supponiamo che la rappresentazione di @ abbia una parte b-naria 
di p cifre: 


Le condizioni precedenti sono logicamente equivalenti a: 
qd< ab" < (g + 1)d. 
Consideriamo i due casi possibili: 


Primo caso. — 1 > p. — ab" è allora un intero. 
Sappiamo rappresentare il numero g, quoziente euclideo dell’in- 


tero ab" per d. Se ne deduce Sa , come nel paragrafo 2. Si ha an- 
riti 
cora: 


per il teorema 1. 
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Ora, in virtà del teorema 2, per avere: 


si può sostituire a con e(a). La virgola al quoziente si porrà dunque 
automaticamente quando tutte le cifre di 


6A) = Fm 0.0. Fo 
saranno esaurite. 


Esempio. — Quoziente decimale approssimato per difetto a meno 


pda 
di Ta di a = 2,13 per d= 8. 


"2,73 8 La parte decimale ha 2 cifre (p= 2) e n= 3. 
33 | 0341 La virgola al quoziente si mette quando sono esau- 
10/0 rite le cifre di e(a). Si ha: 
3 | 
2,73 i 
0,341 < x < 0,342. I 

Secondo caso. — n < p. — In tal caso ab" non è un intero, ma un 


numero b-nario la cui parte b-naria ha p—_ cifre. 
Applichiamo il teorema 2: 


aci 441 - ac ga. (e dietro) 


La rappresentazione di e(ab") si deduce da quella di ab" soppri- 
mendo la parte 4-naria, cioè le f — » cifre b-narie. Poiché e(ab”) è 
un intero, siamo ricondotti al primo caso; basta considerare nulle 
le p — n cifre di destra della parte b-naria di a. 


CA 


| Esempio. — a = 25,78943; d=12; n=3. 


25,789 | 12 Qui, la parte decimale di a ha 5 cifre e #= 3. 

17 | 2149 Si conservano solo 3 cifre decimali e si esegue la 

58 î divisione euclidea di 25,789 per 12 come nel primo 

caso. Si avrà: 
109 
1 25,789 4 
2,149 < DIR < 2,150. 
12 
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5. Quoziente b-nario approssimato di du numeri b-nari 


Dati due numeri b-nari 


a d 
| ST e B=<gr" - 
Il loro quoziente 

a a bb 

Bu d 


non è in generale b-nario. 1 
Il quoziente b-nario approssimato di @ per f a meno di 3 


è il valore approssimato a meno di pra di F 
q_o at! 
vr < B < pa * 
Poiché: 
a _ ab? si L 
ge 


siamo ricondotti al caso del quoziente approssimato del numero 
b-nario 


ab? 
br 
per l’intero 4. @ 
Supponiamo che: 
a 
e °° bo 


siano i rappresentanti 5-nari più semplici di a e 8. La parte b-naria di È 


bh» 
ha allora 77 cifre, e quella di 


ha p cifre. 
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La rappresentazione di 
% br = ab? 
si deduce da quella di a spostando la virgola di p posti verso destra 
(aggiungendo se necessario degli zeri qualora sia f > w). 
La rappresentazione dell’intero 4 si deduce da quella di f sop- 
primendo la virgola. 


1 
Esempio. — Quoziente decimale a meno di w di a = 2,753 856 
per 2 = 3,14. ia 


2,75,3856 3,14 Si sostituiscono « e f} rispettivamente con 
24 18 ————m 275,385 e 314. 
2205 | 0,877 
7 


6. Successione infinita dei valori b-nari approssimati per difetto di un nu- 
mero razionale 


Nel paragrafo 2 è stata definita la successione dei valori appros- 


A È ? 7 : a 
simati per difetto di un numero razionale a = 7: 


fo 
Io b' ° pr jar 


Per avere questa successione, si eseguono, come uniche opera- 
zioni, delle divisioni euclidee. Si comincia con la divisione euclidea di 
a per d. Si ottiene al quoziente la parte intera g,= e(a). Si mette la 
virgola al quoziente e si prosegue con la divisione: si calcola la prima 
cifra r, della parte 4-naria del quoziente e si ottiene: 


LT fi 


b 


essendo 40 la figurazione che rappresenta e(a). Si calcola poi la se- 
conda cifra r3 e si ottiene: 


di Gf 
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e cosî di seguito. Al posto w si ha: 


In ——t—_& 
pr 1 fifa 0% Fa- 
Si prolunga la parte 5-naria di ad 
In 
bn 


calcolando r,j,, € si ottiene: 


Si può continuare cosi indefinitamente. 
Si ottiene allora una parte 4-naria illimitata che si denota con: 


(4) A = Io LOVE E aio 


La riga orizzontale che soprassegna la parte b-naria, termina con 
una freccia per indicare che questa parte si prolunga indefinitamente. 

Abbiamo identificato @ con questo simbolo"e questa identificazio- 
ne è del tutto naturale trattandosi di valori approssimati di a. 


Derinizione. — Una rappresentazione costituita da una parfe intera 
con un numero finito di cifre e di una parte b-naria infinita, si chiama figu- 
razione infinita (0 rappresentazione infinita). 


Il numero razionale: 


è il quoziente del numero naturale 4 per il numero naturale 4. Abbia- 
mo cosi esteso la nozione di divisione euclidea di 4 per d in N. 
L’operazione che abbiamo testé definito riassume le divisioni euclidee, 


‘ in N, aventi lo stesso divisore 4 e dividendi successivi: 


{a, ab, ab?, ... ab", .. s} 


i quali formano una progressione geometrica il cui primo termine 
è a e la ragione è è (base del sistema di numerazione). 


* nella (£) di 
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Questa operazione, che riassume un'infinità di divisioni euclidee, 
si chiama divisione infinita di a per d nel sistema di base b. 


s . d A cd a 
Esaminiamo anzitutto il caso in cui 7 è b-nario. Indichiamo 
con: 
€ 


bn 
il suo più semplice rappresentante b-nario. Allora 


4 € ab" 
rana 


d bn d 


= Cl. 


AI posto #, la divisione euclidea di 46" per 4 dà il quoziente < ed un 
resto nullo. i 

Nella figurazione infinita che è possibile associare al numero b- 
nario, tutte le cifre di rango superiore a # sono degli zeri. 


mn 


a € di <> A = Go 1% 1,00 ---. 


Osserviamo che se @ è intero, questa rappresentazione si può 
fare con una parte b-naria infinita costituita unicamente da zeri. 
Consideriamo ora il caso generale: 


a e dt. 
a 7 Si 
a = 7 è un numero razionale qualsiasi. Mostreremo ora che la 


parte b-naria è periodica a partire da un certo rango. Facciamo anzi- 
tutto degli esempi nel sistema decimale: 


1)a= È. — Eseguiamo la divisione infinita di 26 per 11. 


26 11 Si rileva che il resto 4 ricompare dopo due 
_- 40 2,363 ranghi. La divisione sarà dunque periodica, e 
70 la figurazione infinita associata a -;7- È: 

11 
—- 40 
7 26 


—— = 2,36 36..., 
11 “= 


ove il periodo 36, che si ripete indefinitamente, è sottolineato. 
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228 4 
2) a = 7. — Eseguiamo la divisione infinita di 228 per 185. 


185" 
228 185 Osserviamo che il resto 60 ricompare 
430 123243... dopo tre ranghi. La divisione sarà dunque 
_. 600 i==-**°  getiodica, e la figurazione associata a 
228 
450 = è: 
800 185 
— 600 
228 PE TYT 7 la 
45 —- = 1,2 324 324... 
go. a 


ove è sottolineato il periodo 324 che si ripete indefinitamente. 
Nel caso generale a = >. si esegue la divisione infinita di 4 


per d. Occupiamoci ora delle divisioni successive, in N, di divisore d 
e di dividendi: 
{a, ab, ab, ..., ab", ...}. 


Il numero dei resti distinti possibili è al più uguale a 4 poiché 
tutti i resti sono strettamente inferiori a 4. L’insieme dei resti di- 
stinti è quindi finito. Poiché il numero delle divisioni euclidee non 
è limitato, ritroveremo dunque dei resti già ottenuti. 

Sia 4b" il dividendo che dà per la prima volta un resto già otte- 
nuto e sia 40* il dividendo che già ha dato questo resto (£k < n). 
Avremo: 


(1). ab* == ab" (mod d). 


ab, ab*t1, ..., ab"! sono n — & dividendi consecutivi che danno, 
per ipotesi, x — & resti distinti. 

Per un p e NN qualsiasi, moltiplicando i due termini della (1) 
per dP, si ottiene: 


(2) abt+r = ab"+9 (mod d). 


Basterà far percorrere a ) i numeri dell'intervallo (0, 7 — 4{ 
per ritrovare, una prima volta, gli stessi resti nello stesso ordine. I 
resti si riproducono quindi periodicamente. 

La parte 2-naria della figurazione infinita associata ad @ presenta 
un periodo che si identifica con la figurazione ry4; «-- rn din — & 
cifre. 
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Se £# = 0, il periodo comincia dalla virgola. 
Se #7 0, tra la virgola ed il primo periodo si trova una figura- 
gione irregolare di & cifre. 


Osservazione. — La dimostrazione precedente, per a € (+, è va- 
lida nel caso particolare in cui @ € Qj. Allora, partendo dal rango &, 


abì =0 (mod d). 


Il periodo è dunque costituito dalla sola cifra 0. 

Se, per il numero razionale a € Q+, si indica con e la parte in- 
tera e(a), con g la figurazione della parte irregolare e con p la figu- 
razione del periodo, si ha: 


a= e, qppp.... 


Una tale figurazione si chiama figurazione infinita periodica. 

Reciprocamente, una figurazione infinita periodica rappresenta un 
numero razionale? 

Sia la figurazione 

e, qppp... 

infinita periodica. 

Il periodo p è una figurazione di # cifre. La figurazione irregolare 
q ha £ cifre: 

Cominciamo con il fare un esempio nel sistema decimale; chie- 
diamoci se il simbolo: 


x= 1,74545..., 
in cui il periodo è p = 45 (n= 2) e la figurazione irregolare è g = 7 
(£ = 1), rappresenta un numero razionale. 
Applichiamo al simbolo x le regole operatorie sulle figurazioni 
esposte nel capitolo precedente. Da 


x= 1,745... 
discende: 
10.x=17,4545... > 10x — 17= 0,4545 ... . 
Sia 
y= 04545... . 


Se il simbolo y rappresenta un numero razionale, ciò accade an- 
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che per il simbolo x, perché: 


17+y 
10 


10x—17=y > —x= 


Esaminiamo: dunque il simbolo y. Abbiamo: 
108) — 45,4545..) = 45+ 0,4545._) 


e si vede apparire di nuovo il simbolo y. Si ha quindi: 


102y= 45+), 

onde: 
(10° — 1)y= 45 ossia 99y= 45, 
cioè: 
1ly=5 
e quindi: 
Sd 
© Asi 11° 


y = 0,4 545... rappresenta dunque il numero razionale 


5 
ii 
e perciò, il simbolo proposto 
i 174) 
"o? 
rappresenta il numero razionale: 
5 
174 — 
ti x 1145 192 96 
1000 110 110 55° 
Si ha quindi: 
———_——+»—_ 96 
1,745 45...= — . 
dai 55 
Nel caso generale, sia: 
x= e, qppp... 
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una figurazione infinita periodica. Se la figurazione irregolare g ha 
k cifre, si scrive: 


blx = eq, Php.» 


bîx— eg=0, Ppp.-. | 1 


e siamo ricondotti al più semplice problema seguente: 
Una figurazione infinita periodica 


0, Pppp... 


senza parte irregolare ed a parte intera 0, rappresenta un numero 
razionale? 

Di fatto, se una tale figurazione infinita y rappresenta un numero 
razionale, risulta 


= {119 
bk 


e x rappresenta anch’esso un numero razionale. 
Sia dunque il simbolo 


J=0, php... , 
in cui il periodo p ha w cifre. Moltiplicando per b* si ottiene: 


bix— egq=)y > 


b'y= p, php... =p+0, Php... 


Si ritrova ancora il simbolo y. Quindi: 


by=p+), 
onde: 
49) 
e, perciò, y rappresenta il numero razionale: 
? 
be 1° 


Caso particolare. — Se il periodo f ha una sola cifra (n= 1), y 
rappresenta il numero razionale 


b- 1 
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Se questa cifra f vale b — 1, y rappresenta allora il numero 1. Per il 
numero 1 ci sono dunque due rappresentazioni periodiche illimitate. 
Per esempio, nel sistema decimale, b—1=9 e 


 1=1,000... 
oppure ! 
1=0,999.... 


Nella base 10, ogni figurazione infinita periodica di periodo 9 
è un numero decimale. Esempio: 


16,37999... = 16,38000... 


(si sostituiscono tutti i 9 con degli zeri, e l’ultima cifra, 7, diversa 
da 9con7+1=8). 

In una base qualsiasi 4, una figurazione infinita con periodo di 
una sola cifra uguale a b — 1 si chiama rappresentazione impropria 
di un numero b — nario. 

Possiamo dunque enunciare il seguente teorema: 


Teorema 3. — Ogni numero razionale ha una figurazione infinita 


periodica (unica se si escludono le figurazioni di periodo b — 1) ed ogni 
figurazione infinita periodica rappresenta un numero razionale. 


(V cdi ba ) 


Esercizi 


> . sd : 
1. Calcolare, nel sistema decimale, a meno di To per difetto, 
i seguenti numeri: 


3,14 x 2,758 


3,785 6 
2,83" 
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2. Se i numeri razionali 


a a 
_—@ € pa] 

d d' i 
hanno lo stesso valore approssimato per difetto a meno di -—, lo 
stesso accade per i numeri razionali: . br 

na + n'a' 
——T nn e N*. 
nd + n'd 


3*. Trovare i numeri razionali aventi un rappresentante di de- 
nominatore prefissato d, il cui valore b-nario approssimato per di- 


fetto a meno di si sia dato da 


0A 
ba 


Dimostrare che se d > 4" il problema ha sempre delle soluzioni. 
Se d < b", il problema non ha soluzioni, o, in casi eccezionali, ha 
una sola soluzione. 

Applicazione numerica (sistema decimale): 


LA 
=1 --=1,3. 
n 5 , 


a) Studiare il problema per ciascuno dei numeri 4 tali che 
d<10. 
b) Stesso problema per 4 < 20. 


4. Nel sistema decimale, trovare le figurazioni infinite periodiche 
che rappresentano rispettivamente i seguenti numeri razionali: 
13 La i; 1709 
6° 11° 7° 16500 
. . . + @ : . 
5. Trovare i numeri razionali "] rappresentati nel sistema de- 


cimale dalle seguenti figurazioni infinite periodiche: 


2,1738538... periodo 38 
3,605605... periodo 605 
12,9001001... periodo 001. 
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6. Considerare i numeri razionali rappresentati nel sistema de- 
cimale da 
4 5 
veg, «Prg 


e trovare le figurazioni infinite periodiche associate ad a e #, 
1) nel sistema binario; 
2) nel sistema ottale. 


7. Dati i numeri razionali rappresentati nel sistema binario dalle 
seguenti figurazioni infinite periodiche: 


10,111010... periodo 10 
0,0001001... periodo 001 
1,0100100... periodo 100, 


si dia, per ciascuno dei numeri razionali, la rappresentazione nel si- 
stema decimale come quoziente di due interi. 


8. Frazioni continue finite (sistema decimale). 


1) Calcolare il numero razionale simbolizzato dalle seguenti 
operazioni: 1 


1 
Si calcoli prima 4 + FR” poi l’inverso, al quale si aggiunga 3, ecc. 


Questa successione di operazioni si chiama frazione continua finita. 
2) Applicando ai seguenti mumeri naturali: 


a='17, b= 58 
l'algoritmo di Euclide per la ricerca del M.C.D., si deduce una fra- 


1 
zione finita uguale al numero razionale —: 


58 


1 58= 17x3+7 gni 
0) siii de 
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@ Deira a. ep 
7 7 
6) AKI + 1-244 


» 


Dalle uguaglianze (1), (2), e (3) si deduce facilmente che: 


un 
0 
(N 


1 


24+ 1 
dn 
t3 


Trovare con questo procedimento una frazione continua finita 
che rappresenti: 
68 972 
2 


1) — = 
) 157 1393 

3*) In generale, si consideri una successione finita di numeri 
naturali non nulli: 


dis day dar 0-3 dn 


Si chiama frazione continua finita l’espressione: 


.- + 1 
An-1 + 


An 


Si chiamano convergenti successivi i numeri razionali della succes- 
sione: 
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Si prende: 
“a == 1; Vi = di 
Ug= dg; Va = dada +1 ecc. 


Dimostrare per ricorrenza che: 


(4) Uy = Mpr4x + Ups 
vye= Verde + Vea 


(3<k< n). 


(Supponiamo questa legge vera per £. L'ultimo “anello” di — 
i 
è Li I due ultimi anelli di 
A 
Hrs41 
Veti 
sono: 


1 dx41 


SA * a 
deli dAx41 + 


dr41 


k+ £ Uy i È 
1 si deduce da —- sostituendovi —— con 


Vi4i VE dx 


Perciò 


Calcolare i convergenti successivi nel caso seguente: 


a) la successione 4, ha 10 termini tutti uguali a 1; 
b) la successione 4, ha 8 termini tutti uguali a 2; 
c) la successione 4, è: 


{1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
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4*) Dimostrare che: 


“ “. 
1 2 
a) — > 
Vi Va 
b) Up-saa < Ve-sli-r > Htra S VAL 


La proposizione è ancora valida scambiando < con >. 
c) Up-Vh-9 > Ve-ili-a > /Vi-a > Vis: 


La proposizione è ancora valida invertendo il senso delle due di- 
suguaglianze. 
Se ne deduce che: 
a) la successione dei convergenti d’indice dispari è decre- 
scente; 
b) la successione dei convergenti d’indice pari è crescente; 
c) ogni convergente d’indice dispari è superiore ad ogni con- 
vergente d’indice pari. 


Verificare queste proprietà servendosi degli esempi della terza 
domanda. 


5*) Dimostrare che l’insieme Q+ dei numeri razionali è in 
corrispondenza biunivoca con l’insieme delle frazioni continue finite. 
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La risoluzione del problema della rappresentazione, in 
sna base b, di un numero razionale qualsiasi, apre importanti 
prospettive. È infatti legittimo chiedersi, dopo una tale esten- 
sione della nozione di figurazione, che cosa può rappresentare una 
figurazione infinita quando non sia periodica. 

Lo studio di questo problema ci porterà alla costruzione di 
un nuovo insieme, l'insieme R+ dei numeri reali, che estende 
l’insieme Q+ dei numeri razionali. 

Dopo aver dimostrato che non esiste alcun numero razionale 
il cui quadrato sia uguale ad un numero naturale, il quale non sta 
un quadrato perfetto, appare necessario introdurre numeri nuovi, 
se si vuole definire la radice quadrata esatta di un numero na- 
turale qualsiasi. Definendo delle radici quadrate b-narie appros- 
simate di un numero naturale, si ottengono delle approssimazioni 
analoghe a quelle che ci sono servite per raffigurare un numero 
razionale nella base db. 

Si potrà cosi rappresentare, nella base b, la radice quadrata 
esatta mediante una figurazione infinita non periodica. Il caso ge- 
nerale delle figurazioni infinite è cosi raggiunto ; chiameremo nume- 
ro reale un numero îl quale abbia una siffatta rappresentazione, 
che è la rappresentazione concisa di una successione infinita di 
intervalli, sempre più stretti, ciascuno contenente il successivo. 

Appare cosi chiaro il ruolo analogo sostenuto dai numeri 
reali che non appartengono a Q* e dai numeri razionali che non 
appartengono a QÌ, relativamente ai numeri b-nari. 

Questa similitudine metterà in nuova luce la teoria della 
misura esposta nel capitolo successivo. 


1. Abbiamo visto che, nel sistema di base è, ogni figurazione infinita 
periodica rappresenta un numero razionale, e, reciprocamente, ogni 
numero razionale è rappresentato da una figurazione infinita perio- 
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È allora naturale chiedersi che cosa rappresenti una figurazione 
infinita qualsiasi nella base 5: 
——__—_— n» 


6, Fifa cs Fg 


Tale figurazione è la notazione concisa di una successione in- 
finita di numeri è-nari: 


CA da = In 
= n e Arai pia 


Mostreremo ora che si trovano successioni di questo tipo de- 
finendo dei valori &-nari approssimati di certi numeri nuovi, detti 
numeri irrazionali. 

Ritorniamo a ciò di cui ci eravamo occupati al capitolo XII. 
Ad ogni numero naturale x € N, abbiamo fatto corrispondere il suo 
quadrato n° e F: 


N={0, 1, 2,3,...,2,...} 
HUNT LA 
&={0,1,4,9 


ed abbiamo indicato con Vw? = n la corrispondenza inversa che, 
ad ogni numero di #, associa il suo corrispondente in N. 

Per ogni numero naturale 4, appartenente o non appartenente 2 
®, abbiamo definito una radice quadrata intera r e N mediante la 
condizione: 


rcza<i+ 1). 


Si dice anche che r è la radice quadrata di 4 approssimata a w7en0 
di una unità. 

Poniamoci ora il seguente problema: è possibile estendere la 
corrispondenza y = Vx a numeri naturali x che non appartengono 
a &, allargando evidentemente l’insieme immagine N? 

Ci si può chiedere se sia possibile risolvere questo problema 
prendendo le immagini nell’insieme Q+ dei numeri razionali. Comin- 
ceremo proprio col dimostrare che non è possibile risolvere il pro- 
blema in tal guisa: non esiste infatti alcun numero razionale il cui 
quadrato sia uguale ad un numero razionale dato, il quale non sia 
un quadrato perfetto. 
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2. Dimostriamo anzitutto il seguente lemma preliminare: 


(L) Lemma. — Perché un numero naturale (diverso da 0 e da 1) 


sia un quadrato perfetto, è necessario e sufficiente che la sua decomsposizione 
in fattori primi contenga solo esponenti pari. : 


4 


Infatti, se il numero naturale 4 è un quadrato perfetto, si ha: 
a=s, neN 


e la decomposizione di 4 in fattori primi si deduce da quella di x 
raddoppiando gli esponenti. i 
Reciprocamente, se la decomposizione di 4 contiene solo espo- 
nenti pari (supponiamo, per fissare le idee, che tale decomposizione 
contenga tre fattori primi f, g, r): 
a= p@ g* r> (a, f, y numeri naturali) 
si ha: 


a= (pp) 


ed a è un quadrato perfetto. 
Ne discende il 


Teorema 1. — Non esiste alcun numero razionale il cui quadrato sia 
uguale ad un numero intero che non sia un quadrato perfetto. 


Infatti, sia 4 un numero naturale non quadrato perfetto. La de- 
composizione di 4 in fattori primi contiene, per (L), almeno un espo- 
nente dispari. 

Supponiamo che esista un numero razionale: 


d (ue N, ve N) 


tale che 


e dimostriamo che si giunge ad una contraddizione. Si ha infatti: 


u 2 
—T |a = ar. 
v 
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Immaginiamo di scomporre in fattori primi i numeri « e v. La 
decomposizione di #?, per (L), contiene solamente esponenti pari. 
Cosi, la decomposizione di v* contiene solamente esponenti pari. 
Ora, la decomposizione di 4 contiene almeno un esponente dispari, e 
questo esponente resta dispari in 4»*, dopo la moltiplicazione per »°. 
Questa è una contraddizione, e l’uguaglianza: 


u= av 
non può verificarsi. i 
Da questo teorema risulta che, se si vuole estendere la corri- 


spondenza 
J= Vx, 


a numeri naturali x non quadrati perfetti, bisogna costruire dei nuovi 


numeri. 
Definiremo questi nuovi numeri partendo dalle successioni 6 
narie infinite. 


3. Radici quadrate b-narie approssimate di un numero naturale 


Problema. 


Scelta la base b della numerazione, e dati due numeri naturali a e n, 
trovare un numero naturale q tale che: 


Se n= 0, il numero g richiesto è la radice quadrata intera di a, 
già definita nel capitolo XII. 

Nel caso generale, la condizione del problema equivale logica- 
mente a: 


G< ab < (g+1)?. 


Perciò g è la radice quadrata intera di 25?". Il numero g è dunque 
unico. 


Dermizioni. — -Î si chiama radice quadrata approssimata di a, 


q+1 
b 


i È E sula | . 
a meno di i per difetto. si chiama radice quadrata approssimata 


di a, a meno di ra per eccesso. 
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Confronto di radici quadrate approssimate a meno di no e ir 
Se | è la radice quadrata approssimata di 4 per difetto a meno di 
= si ha: 


Se Fa È la radice quadrata di 4 approssimata per difetto a 
meno di ) —, si ha 
bat 


q_\ TI / 
(2) (E ) <a <( Tar ) >  qr< aber <(g' +1). 
Moltiplicando i termini della (1) per #*; si ottiene: 
(3) Gb ab? < (g+ 1)°0°. 
Esaminiamo ora la (2) e la (3): 


Sappiamo (v.c. XII, 4) che g' è il numero naturale più grande 
tale che: 


q < ab?n4t2, 
Si ha dunque: 
q<gq 
e, dividendo per b"+!: 
q Ch 
pr S nai: 


I due valori approssimati per difetto sono cosi ordinati. 
Parimenti, g + 1 è il numero naturale pid piccolo tale che: 


(g' + 1)? > abnt?. 

Per la (3) si ha: 
g+1<(9+1) 

e, dividendo per è+1: 


qt+l _g+ti 
pri br 
ed i due valori approssimati per eccesso sono cosi ordinati. -9, ) 


vide ne pda Lala a 
Ned ge 
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Successioni infinite di radici quadrate approssimate. 
Diamo a mi valori naturali successivi: 


O, LZ cuglia 


Le radici quadrate approssimate per difetto di 4 costituiscono una 


successione infinita di numeri b-nari, ciascuno dei quali è al più 
uguale al successivo. 


ana Aiar 
(4) aa 


(Abbiamo dato indici ai numeratori 9.) 

Le radici quadrate approssimate per eccesso costituiscono una 
successione infinita di numeri 5-nari, ciascuno dei quali maggiore o 
uguale al successivo: ‘ 


qt 1 q+ 1 
Cp 


1 
(5) +1> sell. 


db der 


Intervalli inscatolati. 


Per ciascun rango #, consideriamo l’intervallo semiaperto a 
destra 
In +1 
bn’ br ° 


La successione delle disuguaglianze (4) e (5) si traduce in una 
successione di intervalli di 0} tali che ciascuno di essi contiene 
transitivamente tutti i successivi: 

1 
csf, LTL (> 
bh" b» 


(6) (£» do + (= ($- T- (> 


Si ottiene in tal modo una cosiddetta successione di intervalli insca- 
folati. 
Per ciascun rango 7, la differenza fra le estremità: 


qnt 1 In 
b" li bn 
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uv 
dell’intervallo è Tr Questa differenza si chiama /ungbezza del’in- 
fervallo. Dimostriamo che essa diviene piccola fin che si vuole. 


TEOREMA 2. — Dato un numero razionale €, arbitrariamente piccolo, 
ad esso corrisponde un numero naturale p tale che: 


ala > EL 


Infatti, ricordiamo che, per un risultato già noto (v.c. VIII, teo- 
rema 1), ad ogni numero naturale 4 + 1 corrisponde uno ed un solo 
numero naturale ) e N* tale che: 


br1<a+1<b. 


(p è il numero delle cifre della rappresentazione di 2-+ 1 nella base 
b). Consideriamo allora la parte intera: 


cioè: 


Allora: 


bbr>a+1 > b>-. 
€ 


Poiché la funzione 4° è crescente (v.c. VI, 8), si avrà: 


n>p => b>br > po > i 
€ n 


Il teorema è cosi dimostrato. 

Ne risulta che, nella successione (6), gli intervalli inscatolati sono, 
a partire da un certo rango, di lunghezza inferiore a qualsiasi numero 
razionale prefissato, arbitrariamente piccolo. 

Diremo che la lunghezza dell’intervallo tende 4//0 zero. 
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Si crea cosi uno ed un solo numero che appartiene a tutti questi 
intervalli, che si chiama radice quadrata di a e si indica con Va. 


Se 4 non è un quadrato perfetto, questo numero Va per il teo- * 
rema 1, non può essere razionale: lo si chiama swumero irrazionale. 

Abbiamo esteso l’insieme Q+ dei numeri razionali introducendo 
dei numeri irrazionali tali che x = Va. Indichiamo con S l’insieme 
di tutti questi numeri Va. Abbiamo cost risolto il problema posto 
all’inizio del capitolo. Ad ogni numero naturale 4 corrisponde una 
radice quadrata V4 e reciprocamente: 


N={0,1, 2, 3, 4,..., 4,...} 


HUH W ti 
T={LVENVI ian 


4. Numeri reali 
Ciascun numero b-nario della successione (4) delle radici quadrate 


approssimate di 4 è rappresentato, nella base è, come già sappiamo, 
da: 


In = 
pa fila ST 
Dimostriamo che la rappresentazione del numero seguente: 
Intro 
bn+1 


della successione (4) si deduce dalla precedente aggiungendo una 
muova cifra r,+, alla destra della parte é-naria. 
Infatti, per la (6), 


Inti 
batt 


In 24 ( 
br” bn 


1 
di lunghezza ° Perciò la differenza 


appartiene all’intervallo 


Inti In 
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È 
è strettamente inferiore a rr Essa ha quindi la forma 


Tati 
bntl ’ 


La successione (4) è quindi rappresentata nella base è dalla nota- 
zione (sintetizzata di una figurazione infinita): 


e, fifa tea *** 


Questa figurazione infinita rappresenta il numero irrazionale va, 
quando 4 non è un quadrato perfetto. In questo caso, la figurazione 
infinita non può essere periodica, ché altrimenti rappresenterebbe 
un numero razionale, e questo è in contraddizione col teorema 1. 

Generalizzando, si può dire che ogni figurazione infinita rappre- 
senta un numero, che si chiama nazero reale (numero naturale, numero 
razionale, numero irrazionale). 

Consideriamo una figurazione infinita qualsiasi: 


e, rif: Tn °° 


Fssa rappresenta una successione infinita del tipo della (4): 


= €, fiala Fas... 


Se ne può dedurre la successione associata del tipo della (5): 


Kt, +1. 3 fb, 


15 ; S'wibi Pe 
tot b pi pa 


e la successione degli intervalli inscatolati del tipo della (6) 


+1 n tl 
(+. Got (> ($- s* ; (= snai i (£. - 2 (> 


1 
La lunghezza va dell’intervallo di rango # tende allo zero 


(teorema 2). Si crea cosi un nuovo numero che appartiene a tutti 
questi intervalli. Enunciamo la definizione costruttiva dell’insieme dei 
numeri reali. 
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Derinizione. — Una successione di intervalli inscatolati di Qi di 
lunghezza tendente a zero, definisce un numero reale manico che appartiene a 
tutti questi intervalli. 


Questo numero reale x è rappresentato nel sistema di base è 
dalla figurazione infinita da cui siamo partiti: | 


_r—_unnrn 


x =, fifa 000°" 


Indichiamo con A+ l’insieme dei numeri reali. Questo insieme 
contiene l’insieme N dei numeri naturali e l’insieme Q+ dei numeri 
razionali. 

R*>5 @*5 N. 


Le proprietà delle successioni infinite b-narie 0, equivalentemente, 
delle figurazioni infinite nella base 5, hanno esteso l’insieme Q+ 
dei numeri razionali ad un più ampio insieme R+ contenente il primo. 

È chiaro che ogni numero reale ha rappresentazioni diverse in 
basi diverse, come già accadeva per un numero naturale o un numero 
razionale. 


Relazione d'ordine in R*. 


Si tratta della relazione d'ordine per le figurazioni infinite, che 
già abbiamo incontrato nel caso dei numeri razionali. 


Consideriamo due numeri reali x e x', rappresentati, nella base b, da: 


Xx = €, Pila: Pa°> 
, ’ 


x = e, rirjcccrne- 


. 


)e>e > x>x. 
2) e= e, se pè il primo rango tale che rg7# 79, si ha: 


f r 
fr>fsr > X>X. 
3) e=e', e se, prunneN qualsiasi, r, = 7» allora: 
xe x. 


L’insieme R+ è cosi totalmente ordinato. 


344 


d*+ 


Costruzione dell’insieme dei numeri reali 


5. Addizione dei numeri reali 


Estenderemo a R+ l’addizione e la moltiplicazione definita in 


Dati due numeri reali: 


®o 
—__———__—________—_—SÉ>É 


see, Pilla te Ta" 
, i II 7 i 
xl = e, rireceofa-- 


Per n e N qualsiasi, avremo: 


1 4 
(7) a <x < Sr, con di = 0, fifa Tn 
li t 1 ti rio 
(8) dr < x'< mi -—, con de = erre ra 
Addizione. — Cominciamo con il supporre che x e x' siano nu- 


meri razionali. Sommando membro a membro le disuguaglianze 
(7) e (8), si ha: 


Int ig DTT? 
br 


Nel caso generale in cui x e x' sono numeri reali qualsiansi, si 
vuole definire il numero reale x + x' di guisa che questo numero 
coincida con la somma già nota quando x e x' siano razionali. 
Poniamo 

” , tà 
Int In Int Int 2 
An TT : n e € 
b” bn 


Poiché le disuguaglianze fra numeri razionali possono sommarsi 
membro a membro, avremo: 


An < Anti € Bn 2 Basa 


[La prima disuguaglianza si ottiene sommando membro a membro 


le disuguaglianze sui termini di rango n e # + 1 delle due successioni 
del tipo (4), che definiscono rispettivamente x e x°. La seconda disu- 
guaglianza si ottiene con un’operazione analoga sulle successioni 
del tipo (5).] 
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Se ne deduce che gli intervalli successivi (@,, #,{ sono inscato- 
[CR Bd > (a, Bi{ > ve (an Bf > se 


La lunghezza dell’intervallo di rango » vale: 
2 
bn” 


lati: 


_ A partire da un certo rango, essa può divenire inferiore a qual- 
siasi numero razionale e dato. Per convincersene basta applicare il 


€ 
teorema 2a —. 


2 

La lunghezza degli intervalli tende dunque allo zero. 

Il numero reale che appartiene a tutti questi intervalli inscato- 
lati è, per definizione, la somma, indicata con x + x’, dei numeri 
reali x e x. 

Questa addizione è commutativa ed associativa. L'elemento neu- 
tro è 0 (esercizio 1). 


6. Moltiplicazione dei numeri reali. 


Supponiamo che x e x' siano numeri razionali. Moltiplicando 
membro a membro le disuguaglianze (7) e (8) si ha: 
lle ce < MTA. 


ban hi ben 


Nel caso generale in cui x e x' sono numeri reali qualsiansi, 
si vuole definire il numero reale xx’ in modo da farlo coincidere con 
il prodotto già noto quando x e x’ sono numeri razionali. Poniamo: 

’ ? 
_ Inn _ @Mm+t D+ 1) 


n pen Pa di pen 


(64 


Poiché è possibile moltiplicare membro a membro disuguaglianze 
di numeri razionali, si ha 


An < Anti € Pn 2 Butr 


Se ne deduce che gli intervalli (@,, f,{ sono inscatolati. 
Consideriamo inoltre la lunghezza dell’intervallo di rango #: 


ntat1 1 i 
ica EIA (+). 
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Per le proprietà della successione (6), si ha, per una e N qual- 


siasi, 4 
= e (e, e +1, 
b dove e è la parte intera di x; 
n+1 
AI e(ee4 1[, 
b dove e' è la parte intera di x'. 
Si ha quindi: 
i ir 
Fr 2641 e cune <e +1, 
e perciò: 


1 
Bian <q C+ e +2). 


Questa differenza si può far diventare più piccola di qualsiasi 
numero razionale £ prefissato. Basta soddisfare la condizione 


1 2 € 
br ‘ete+2 


applicando il teorema 2. La lunghezza degli intervalli inscatolati 
tende dunque allo zero. 

Il numero reale che appartiene a tutti questi intervalli [CA B.( 
è, per definizione, il prodotto, che si indica con xx", dei due numeri 
reali x e x. 

Questo prodotto è commutativo, associativo e distributivo per 
l’addizione. L'elemento neutro è 1 (esercizio 2). 

Nell’esercizio 5, verrà proposto al lettore di dimostrare che ogni 


1 
numero reale x 4 0 ha un inverso, indicato con —— (come accade 
x 


per x e (*). 


Se ne deduce che R+ è un gruppo moltiplicativo commutativo. 

Osservazione. — Nell’esercizio 6, si proporrà al lettore di dimo- 
strare che ogni numero reale ha una radice quadrata. Questa proprietà 
servirà allo studio dei logaritmi (v.c. XXIII). 
7. Buchi e lacune 

Faremo qui qualche osservazione sulle strutture d’ordine dei 


diversi insiemi che abbiamo successivamente costruito: l’insieme N 


347 


I numeri reali 


dei numeri naturali, l’insieme Q+ dei numeri razionali, l’insieme 07 
dei numeri b-nari e l’insieme R+ dei numeri reali: 
Nec 0i c 0+c R*. 


Buco. — In un \nsieme ordinato, si chiama buco un intervallo aperto 
vuoto. 


Nell’insieme N vi sono dei buchi poiché ogni intervallo aperto 
di estremità consecutive Ta, 4 + 1{ è vuoto. 
L’introduzione dei numeri b-nari permette di “ tappare i buchi ” 
di N: Qt è un insieme che contiene IN ed ogni intervallo aperto di 
0 non è vuotdf Per esempio, per l’insieme 0} dei numeri binari, 
ogni intervallo aperto 
Ja, B(c 0 


non è vuoto poiché contiene l’elemento 
—— - (v.c. XVI, teorema 2). 


Se l’insieme O} non ha buchi, esso ha tuttavia lacune. 


Lacune. — Consideriamo una successione infinita di intervalli 
inscatolati di Q} la cui lunghezza tenda allo zero tale che non esista 
nessun elemento di Q} che appartenga a tutti gli intervalli della suc- 
cessione. Si dice che questa successione definisce una /acuna in O}. 


Esempio. — Facciamo un esempio nell'insieme Q; dei numeri 
rina É . 1 
binari. Sappiamo I(v.c. XVII, 3) che il numero “7 Non appartiene a 


Qì}. Formiamo la successione degli intervalli inscatolati di OQ*, le 
estremità dell’intervallo, per ciascun rango #, essendo i valori ap- 


ea ; . 1 1 
prossimati per difetto e per eccesso di 3 a meno di vo 


CERI! CRC- 


Tale successione infinita di intervalli inscatolati di Q7 definisce una 
: poeb ot ; 7 1 
lacuna nei numeri binari, poiché l’unico numero #7 che appartiene 


a tutti gli intervalli di questa successione non appartiene a Q*. 
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Consideriamo ora l’insieme più ampio dei numeri razionali Q*, 
ed osserviamo che anche questo insieme contiene lacune. 

Prima di tutto, l’ordine totale in Q+ permette di definire in questo 
insieme, delle successioni infinite di intervalli inscatolati la cui lun- 
ghezza tende a zero: i 


(oo, BA > (ay Bi{>--- > (a, 8. > a 


come già avevamo fatto in O}. (Nell’esercizio 5 daremo un esempio 
di questo tipo di successione.) 
Una tale successione definisce in generale, una lacuna di Q*. 


Sappiamo per esempio, che Va, dove 4 è un intero non quadrato 
perfetto, non appartiene a Q+. Se a, e 8, sono due valori di Q+ ap- 


prossimati per difetto e per eccesso di Va (cosi che f,— @, tenda 
a zero), la precedente successione di intervalli inscatolati definisce . 


una lacuna di Q+ perché l’unico numero Va che appartiene a tutti 
questi intervalli, non appartiene a Q+. 

Infine, la struttura d’ordine totale di R+ permette di definire in 
questo insieme delle successioni infinite di intervalli inscatolati la 
cui lunghezza tende allo zero. Tale successione non definisce alcuna 
lacuna in R+: esiste sempre un numero di R+ che appartiene a tutti 
gli intervalli di tale successione. L’assenza di lacune in R+ si traduce 
dicendo che R+ è completo. 


Esercizi 


1. Dimostrare che l’addizione dei numeri reali è commutativa 
ed associativa. Dimostrare che l’elemento neutro è unico ed è 0. 


2. Dimostrare che la moltiplicazione dei numeri reali è commu- 
tativa, associativa e distributiva rispetto all’addizione. Dimostrare che 
l'elemento neutro è unico ed il suo valore è 1. 


3. Si sostituiscano i numeri reali x e x’ con i valori: 


Ino e Lr 


b" b” 
Buia i 5: 
approssimati per difetto a meno di ——. 


bh" 
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L’errore commesso nella somma è per definizione la differenza: 


Int In 


(+) LL 


Valutare nel modo migliore possibile questo errore. 
Definire allo stesso modo l’errore commesso nel prodotto xx' 


e dare una valutazione di questo errore. 


_4. Sia 5 un numero naturale strettamente superiore a 1. Posto: 
b=14c, 
1) Dimostrare che, per un qualsiasi numero naturale 7 > 1, 
(1+0)7>1+ se 


Si faccia il ragionamento per ricorrenza. 
2) Dedurne un’altra dimostrazione del teorema 2: 
Ad ogni numero razionale prefissato e, comunque piccolo, si 
può fare corrispondere un numero naturale f tale che: 


i 
n>p > “gg 


5. Zuverso di un numero reale. 


1) Se xè un dato numero reale non nullo, dimostrare che, per 
quanto piccolo sia x, esiste un numero y £ 0, y € Q+ tale che: 


VLZX. 


(Nella figurazione infinita associata a x nella base 2, se e 70, 
supponiamo y = e. Se e= 0, esiste un rango p € N tale che r, #0, 
in quanto altrimenti x = 0. Si prende allora y = 0, 0 --- 0r,.) 

2) Possiamo affermare che, a partire da un certo rango p 
(che può essere nullo) i valori b-nari approssimati di x per difetto 
non sono nulli: 


In Int In 
ance (£ #0 per #>) 


Posto: 
bn b» 


"nti di 


a 


350 


Costruzione dell'insieme dei numeri reali 


dimostrare che: 


Ba an= 087 


e, scelto y secondo le indicazioni di 1) 

1 1 , 
Aan<— Ba < ti dla 
4 


Dedume che gli intervalli (a,, #,{ sono inscatolati e che la loro 
lunghezza tende allo zero. È 
Il numero reale che appartiene a tutti questi intervalli è per defi- / (CE; 
i ei 


nizione, l’inverso — del nunero reale x. !À ; 
3 de 


3) Dimostrare che, dati ad arbitrio i numeri reali 4 e 6 (674 0), 
l'equazione 
bx = a 


ha una ed una sola soluzione. 


6*. Radice quadrata di un numero reale. 


1) Ad ogni numero reale x, associamo il numero naturale e(x), 
parte intera di x e la radice quadrata 9 di e(x): 


Pe) < (+ 1° 
Dimostrare che queste disuguaglianze sono equivalenti alle 
dex <(q+ 1) 


2) Dato un numero naturale #, dimostrare che: 


2 1\2 
(E) (£7) > fi< e) <+ 1) 


b' br 
Pa si chiama radice quadrata approssimata di x per difetto a meno 
1 
br ° 


Dimostrare che si ottiene una successione di intervalli inscatolati 


In +1 
bn ° bn 


di lunghezza tendente allo zero. 
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Il numero reale appartenente a tutti questi intervalli si denota 
con Vx. 
Applicazione. — Estrarre la radice quadrata per difetto del numero 
x= 12,732654... 
a meno di LA (sistema decimale). 


7. Dato un numero naturale n, calcolarne la radice quadrata in- 
tera a e indicare con r il resto dell’operazione (v.c. XII). Posto: 


dimostrare che: 


1 2 1\t 
(+71) <1<(+-). 


8*. Potenza del continuo. + 


Vogliamo stabilire la seguente proposizione: 
L’insieme dei numeri reali dell'intervallo (0, 1) non è numerabile. 


A tal ‘uopo si rappresentano tutti i numeri nel sistema bimario 
(con le sole cifre 0 e 1). 
Supponiamo che l’insieme dei numeri reali di (0, 1) sia equipo- 
tente a N e mostriamo che ne segue una contraddizione. 
Se tutti i numeri reali x dell’intervallo costituissero una succes- 
sione numerabile: 
Sena Sr Ng cy Marie 


avremmo la tavola seguente: 


& °D Vaffa  Eoia 


A 


xa = 0, Fao. Fam 


—T —— T_T» 
xa = 0, Faifaa <-> Fame 
n“ 
se Rai Fi a 


E I E O 
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Le cifre r;; sono 0 o 1; esse hanno un doppio indice ;j. 

Il primo indice s denota il rango del numero x, Il secondo 
indice / indica il rango della cifra r,; nella figurazione infinita as- 
sociata a x;. 

La contraddizione risulterà evidente se si saprà trovare un nu- 
mero reale x che appartenga 2 (0, 1) ma non alla successione x;. 

Indichiamo con ri; la cifra diversa da r;; (l’una vale 0 se l’altra 
vale 1). Dimostrare che il numero reale: 


sad Fira a tia i 
appartiene all'intervallo (0, 1} e non si trova nella tavola degli x,. 


Dedurne che l’insieme dei numeri reali di (0, 1) non è numerabile. 
Si dice che esso ha la potenza del continuo. 


9*. Rappresentazione di un numero irrazionale mediante una frazione 
continua infinita. 


1) Partendo da (V2— 1)(V2 + 1) = 1 dimostrare che: 


S 1 a 
VI=-14 co & 14 V2=2+4 PR 
14 V2 14 vV2 


Se ne deduca che 


2 = 1 + _____——r- 


Si ottiene cosi una frazione continua infinita. 

2) Rifacendosi alle notazioni dell’esercizio 8 del capitolo pre- 
cedente e servendosi delle formule di ricorrenza della terza domanda 
di quell’esercizio, calcolare i primi 8 convergenti di questa frazione 
continua infinita. 


Se ne deduca il valore decimale approssimato di V' 2 a meno di 


1 
10 per difetto. 
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3) Allo stesso modo dimostrare che: 


V3=1+ 
1+ 


frazione continua ove (sempre servendosi delle notazioni dell’eserci- 
zio 8 del capitolo precedente); 


ay=2 € 4x4 =l. 


Calcolare i primi 10 convergenti di questa frazione continua 
infinita. Ah 
Dedurne il valore decimale di V3 approssimato per difetto a 


meno di — 


107 
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Misura delle grandezze 


Fino ad ora abbiamo costruito successivamente degli insiemi 
di numeri (naturali, b-nari, razionali, reali) evitando qualsiasi 
riferimento ad altri insiemi. La struttura logica di queste co- 
struzioni resta al di fuori di ogni considerazione materiale. 

Storicamente, i numeri frazionari ed i numeri irrazionali 
vennero elaborati per risolvere problemi di misura di lunghezze. 
In un trattato logico non si possono mischiare considerazioni di 
misura alla costruzione dei numeri. 

Se si vuole costruire una teoria precisa della misura, bisogna 
disporre, prima di tutto, dell’arsenale dei numeri reali; bisogna 
inoltre conoscere gli elementi che si ha intenzione di misurare. 

Dopo aver dato esempi di grandezze, formuleremo dei si- 
stemi di assiomi che strutturano l’insieme di cui vogliamo misu 
rare gli elementi. Gli assiomi di partenza (relativi ad un’ope- 
ragione notata additivamente e ad una relazione d’ordine totale) 
permettono di definire e di studiare i multipli di un elemento qual- 
siasi dell’insieme. Posto il problema della misura, i multipli 
dell’unità scelta costituiscono una scala graduata. 

L'assioma di Archimede permette allora di definire ap- 
prossimazioni sempre più strette dell'elemento che si vuole mi- 
surare. 

Si fa così corrispondere a questo elemento uno ed un solo nu- 
mero reale che soddisfa alle condizioni della misura. Il problema 
è così risolto. 

Da questa risoluzione sorge spontanea una muova domanda : a 
quali condizioni deve soddisfare l’insieme perché ogni numero 
reale sia misura di un elemento? 

Questo importante problema del completamento dell’in- 
sieme viene risolto mediante due altri assiomi: l'assioma della 
bisezione, che permette di escludere l’esistenza di buchi nell'insieme, 
e l’assioma dell’assenza di lacune. 

Questo studio tuttavia, concerne un insieme di grandezze, 
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matematicamente ideale. Nella realtà pratica siamo costretti a 
considerare elementi chè'Skiperano una certa dimensione. Per que- 
sta ragione, studieremo successivamente il problema della misura 
in un insieme limitato, in cui l’addizione non è sempre definita: 
in particolare il caso degli angoli. La risoluzione del problema si 
complica: bisogna adattare gli assiom+ di partenza ad una addi- 
gione non sempre definita e modificare anche l’enunciato dell’as- 
sioma di Archimede, utilizzando al tempo stesso l'assioma di 
bisezione. 


Fa 1. Esempi di grandezze 


1). In geometria si chiama segmento una coppia 48 di due 
punti. Si dice che due segmenti A8 e .4'8' sono uguali se, spostan- 
doli, è possibile sovrapporli! (v. fig. 30). 

Si definisce cosi nell’insieme dei segmenti una relazione d’equi- 
valenza (v.c. I, 7) notato AB= A'B' e chiamata “ uguaglianza dei 
segmenti”, che permette la partizione dell’insieme in classi di segmenti 


8 
/ “ 
Ad. “a! 
ti 


A 


Fig. 30. Spostamento dei segmenti indicato con +. Si definisce l’uguaglianza 
dei segmenti: AB = A'B*. 


che si dicono uguali. Ciascuna classe si chiama una /unghezza. Un rap- 
presentante di una lunghezza è un segmento della classe. Nell’insieme 
delle lunghezze, si definisce un’operazione, detta addizione, che ad 
ogni coppia di lunghezze fa corrispondere una lunghezza, che si 
chiama somma delle prime due, nei modo seguente: 


Siano AB e CD i rappresentanti rispettivi di due lunghezze # 


e /. Trasportiamo questi segmenti su due altri segmenti consecutivi 


è Si suppone che gli spostamenti siano posti alla base della geometria; si veda ad 
esempio l’Exposé élimentaire des Principes de la giomitrie euclidienne, di R. BrIsAC. 
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che siano adiacenti su una stessa retta (v. fig. 31): portiamo 48 
su A'B' e CD su B'D' di guisa che ‘ B' sia tra A' e D' ”. Il segmento 
A'D' rappresenta allora la lunghezza somma delle due lunghezze 
precedenti, indicate con b+ /. In geometria si dimostra che questa 
addizione di lunghezze è associativa, commutativa ed ammette un 


\ /N 


‘4 
A vi 
} i 
a' 8 D' 


Fig. 31. Lunghezza di 48 + lunghezza di CD = lunghezza di A'D' 


Ù 
7 


elemento neutro, la lunghezza zero. L'insieme delle lunghezze è 
inoltre totalmente ordinato (v.c. I, 8) da una relazione che si enuncia: 
€“ la lunghezza / è più piccola della lunghezza è”. 

Siano 48 e CD rispettivamente i rappresentanti di / e £ (v. fig. 
32). Trasportiamo 48 e CD su due segmenti 08° e OD' apparte- 
nenti alla stessa semiretta di origine O. Allora: 


“ da B compreso tra O e D'” discende /< £. 


x si si Pt d 
L__ _____ 

Q 8' D' 

Fig. 32. Lunghezza di AB< lunghezza di CD. 


2) In fisica si considerano oggetti materiali. Nell’insieme di que- 
sti oggetti si definisce, mediante una bilancia, una relazione d’equi- 
valenza: due oggetti sono equivalenti quando si equilibrano. 

Questa relazione permette la divisione degli oggetti in classi 
d’equivalenza: ciascuna classe si chiama una 774552. 
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Nell’insieme delle masse si definisce una operazione, detta addi- 
zione, che, ad ogni coppia di masse, fa corrispondere una massa, 
detta somma delle due masse precedenti. Se due oggetti rappresen- 
tano le masse f e g, l'unione di questi due oggetti rappresenta la massa 
p+ 9: 
Questa addizione è associativa, commutativa ed ammette un 
elemento neutro: la massa zero. 

L’insieme delle masse è inoltre totalmente ordinato da una re- 
lazione che si enuncia: ‘la massa p è più piccola della massa 9”. 
Si pone l’oggetto che rappresenta la massa f su un piatto della bi- 
lancia, e l'oggetto che rappresenta la massa g sull’altro. Se l’ago della 
bilancia si inclina dalla parte di g si scrive 


Po 
2. Assiomi di partenza 


Consideriamo un insieme 8° di elementi che sono classi di gran- 
dezze equivalenti (per esempio lunghezze, masse). Gli elementi di #° 
sono indicati con lettere minuscole: 


4, v,x,I,zEF, 
altre lettere minuscole verranno riservate per i numeri naturali: 
mn, pgqen. 


Supponiamo in partenza che gli elementi di #° soddisfino ai due 
sistemi B, e By-di assiomi seguenti: 


Assromi B,. — Esiste in & un’addizione, definita per ogni coppia x, y 


° denotata con x + y e dotata delle seguenti proprietà: 


1) È associativa: 
(+0) +rz=*+0+2); 
2) È commutativa: 
x+9=+ x; 
3) Ammette un elemento neutro indicato con 0: 


x+0=x, 
per un x € & qualsiasi. 
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Assioma B,. — Esiste in & wna relazione d'ordine totale, indicata con 
< e dotata delle seguenti proprietà : 
1)x<y - ‘MHz#0, zef 
2) x<y > x+%<ot% 


per uno re & qualsiasi. 


Conseguenze. 


1) F possiede un elemento più piccolo, l'elemento neutro 0 del- 
l’addizione. Per un x e # qualsiasi infatti, abbiamo: 


0+x=x, 
onde, per l’assioma (B., 1), se x 750: 
x>0. 
2) È possibile sommare membro a membro delle disuguaglianze 
(<a e J<I) > x+y<x +47. 


Infatti: 
x<x > e +I<CX + (B.; 2) 
I<I > MII 


da cui, per la proprietà transitiva: 
xtPty<x +0 


3) Gli intervalli in #° si definiscono come per i numeri: per esem- 
pio, se x <y, l'insieme degli elementi z di #° tali che: 


x<Z<I 
è l’intervallo aperto br I. 


3. Multipli di un elemento di & 


DEFINIZIONE. — Associamo ad ogni elemento x di & ed a ogni numero 
naturale n, un elemento nx di & definito per ricorrenza nel modo seguente : 


1) 0-x=0. 
2) Supposto definito nx, definiamo (n + 1)x mediante la: 


(+ 1)x = x + x. 
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Per n=0, abbiamo: 


Per n= 1, abbiamo: 
2.x=X+x. 
Per n > 1, abbiamo: 


(1+ )rx=x + x+ ta, 


n-+ 1 elementi x 


L'elemento nx è definito per # € N qualsiasi: esso appartiene a 
& perché la somma di ogni coppia di elementi di # è un elemento 
di F. 

Se x= 0, per ogni ne N, abbiamo 5-0=0. 


Proprietà. 


Per xe F e n, pe N qualsiansi, si ha: 


(n+ pix = nx + px. 


La relazione è vera per p = 0, per un qualsiasi valore di 7. Sup- 
poniamo che essa sia vera per f e dimostriamo: 


(1+ p+ 1)x=nx+(p+1)x. 
Si ha: 
(14 p+1)x= (+ pix +x=a1x + pxt+ x = nx + (p+l)s. 
definizione ip. di definizione 


ricorrenza 


La relazione è cosi dimostrata per # e ) qualsiansi. 


Per x, ye e ne N qualsiansi, risulta: 


n(x +9) = x + ny. 


La relazione è vera per n= 0. Supponiamo che sia vera per # 
e dimostriamo che: 


(+ 1)(c +9) = (+ 1)x + @+ 1). 
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Si ha: 
(+ 1)(c+3)= 2x+7)+ (+0) Definizione) 
n(x +3) + (x +9)= (ax + #9) + (+0) (Ip. di ricorrenza) 
(a+ my) + (+9) = (x ++ (+3) (B, 1 e 2) 
(x + x) + (ay +9) = (a+ 1)x + (r+ 1) (Definizione). 


+ PerxeF,en,pe N gqualsiansi, si ha: 


n(px) = (np)x. 


La relazione è vera per 1 = 0, per un qualsiasi p. Supponiamo che 
sia vera per n e dimostriamo che: 


(14 (px) = [+ 1)p]x. 
Successivamente si ha: 
(1+ 1)(px) = a(px) + px 
n(px) + px = (np)x + px 


(ap)x + px = (np + p)x (Proprietà P,) 
(np + p)x = [+ 1)p]x (Distributività in IN). 


| P | tata 
ù Per un n e N* qualsiasi, risulta : 


x<ZI > NIE. 


(Definizione) 
(Ip. di ricorrenza) 


L’implicazione è evidente per n= 1. 
Se, per ipotesi, si ha simultaneamente: 


x<J € RX <A; 
sommando membro a membro, si trae: 


ux+x <<) +9 


onde 


(+ 1)x < (+ 1). 


La proprietà è cosi dimostrata per n e N* qualsiasi. 


361 


I numeri reali 


Se esiste un numero naturale n e N* tale che nx = ny, allora 


x=y. 


Se infatti fosse x >_y, se ne dedurrebbe ax > ny (P.) € questo 
sarebbe in contraddizione ton l’ipotesi. 

Allo stesso modo, da x < y si dedurrebbe nx < ny ed anche que- 
sto contraddirebbe all’ipotesi. 

Con un analogo ragionamento, si dimostra il seguente corollario. 


COROLLARIO. —  #X <#) > XxX <} 
(Se fosse x > y, si avrebbe nx > ny. Contraddizione.) 


Conseguenza. — Sia x un elemento non nullo di #. Indichiamo 
con 4, l’insieme dei multipli di x: 


A,= {0, x, 2x,..., x, irati 


Per la (P;), 4, è in corrispondenza biunivoca con IV; questa corri- 
spondenza conserva l’ordine in virti della seguente proprietà: 


Per xe F, x:£0, e n, pe N qualsiansi, abbiamo: 


nLCp ne < px. 
1) Cominciamo con il dimostrare che: 


n<zf > nx < px. 
Infatti 


n<p > Hd#0, den, n+d=p. 
Se ne deduce: 
(+ dix = px e nx+4dx= px; (P.) 


da ciò segue che: 


ne < px. B., 1) 
2) Dimostriamo ora che: 


nux<pfx > Nn<D 
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Infatti, da 7 = f discenderebbe nx = px e questo è in contrad- 
dizione con l’ipotesi. Da » > f, per quanto visto in 1), discenderebbe 
nx > px, e anche questo è in contraddizione con l’ipotesi. 

Abbiamo quindi w < p. i 

Enunciamo infine la seguente proprietà: 


P i 6 à e 
Ogni parte finita non vuota di & ammette un elemento pisi grande 
ed un elemento più piccolo. 

Sia P una parte non vuota e finita che contenga # elementi di 


F. Ragionando per ricorrenza limitata a » (come nel c. V, teorema 1), 
questa proprietà segue dal fatto che l’ordine di #° è totale. 


4. Problema della misura 


Dermizione. — Misurare gli elementi di F° significa far corrispon- 
dere ad ogni xe & uno ed un solo numero, indicato con p(x), chiamato mi- 
sura di x, di guisa che, ad un elemento u #0, scelto una volta per tutte in F, 
e chiamato unità di misura, corrisponda il numero 1, e che alla somma 
x + y corrisponda la somma delle misure di x e y: 


1) u(@)= 1; 
2) u(x +9) = #(x) + 40). 


Per gli elementi x che appartengono a 4, il problema si risolve 
nel modo seguente: 


x=imm > p(x)=n. 


Ad ogni elemento di .4, si fa corrispondere, come misura, il 
numero x di N nella corrispondenza biunivoca tra .4, ed N stabilita 
dalla (Py). Si ha dunque: 

u(#) = 1. 


Dimostriamo che 


u( +9) = HA) + #00). 
Per ipotesi: x = n4 e _y= pu. Applicando la (P.): 


x+y= (+ dI, 
#(x +9) =#+p= 4%) + 40). 


onde 
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La somma delle misure di x e y è proprio uguale alla misura della 
somma x + y. 
Osserviamo che risulta anche: 


(vedi e x<J) > sG)<40) 
Se infatti x = nw'e'y = p4, con 14 < pa, applicando la (P,), si ha: 
nu < pa > <p. 


Si può concludere che la corrispondenza biunivoca tra A, ed 


.N è un isomorfismo per l’addizione e la relazione d'ordine. 


5. Assioma d’ Archimede 


Sappiamo ora misurare gli elementi di .A,. Il problema che adesso 
si pone è di misurare gli elementi di ° che non appartengono a 4, 
(Si suppone evidentemente che #° non si riduca a A, cioè che 
FAiA,.) Da 4, si ottiene una ‘“ scala graduata ”*; si tratta ora di 
sapere se si può intercalare qualsiasi x é AM. tra due elementi con- 
secutivi di questa scala. Introdurremo a questo scopo un assioma sup- 
plementare, l’assioma di Archimede, che ci permetterà di risolvere 
il problema della misura. 


Assioma DI ArcHIMEDE By. — Qualunque siano gli elementi non nulli x 
ey di &, esiste un numero naturale n tale che nx > y. 


Quando l’insieme #° verifica gli assiomi B,, Ba, B3, si dice che # 
è un insieme archimedeo. Si dice anche che gli elementi di # sono 
classi di “ grandezze archimedee ”. 

Consideriamo l’insieme .4, dei multipli di x # 0: 


Mg 40; & DE prg gica 


L’assioma di Archimede significa che non esiste nessun elemento y € £ 
superiore a tutte le grandezze di ./,. In altri termini 4, non è 
maggiorata. 


Conseguenza. — Consideriamo due elementi non nulli x e y di 
e sia.P la parte di #7, maggiorata da y: 


ze P_ è (EA, € ZI) 


P è l’insieme dei multipli di x al più uguali a y. 


364 


Misura delle grandezze 


Per l'assioma di Archimede, esiste un numero naturale # tale che: 
nx > y. 


Consideriamo l’insieme dei numeri naturali g tali che gx <_y. (Ne 
esiste almeno uno: g= 0.) Per transitività si avrà: 


qu < nx 
da cui: 


qer (Po). 


L’insieme di questi numeri 9g è dunque finito e perciò la parte 


P di #,, maggiorata da y, è anch’essa finita per la corrispondenza 


biunivoca stabilita da (Py). 

Si osservi che. non è vuota poiché contiene l’elemento 0 e #. 
Per la (P,), .#? ammette un elemento più grande %. 

Poiché z € .#,, esiste uno ed un solo numero naturale g tale 
che 7 = gx. Evidentemente si ha: 


DES) 
perché y maggiora ‘9. E si ha anche: 
A+ 1)x >) 
in quanto, se (9 +4 1)x < y, si avrebbe: 
(F+1)xe.P. 
Ora, i 
(d+ 1)x > gx (Pe) 


e gx non sarebbe l'elemento più grande di P. 
Possiamo dunque enunciare il seguente: 


Teorema 1. — Daze due grandezze non nulle x e y di un insieme ar- 
chimedeo & , esiste uno ed un solo numero naturale q tale che: 


qu<y<(g+1)x 


Osservazioni. — 1) L’insieme N dei numeri naturali è evidente- 
mente archimedeo. Il metodo seguito, applicato ad N, è quello della 
divisione euclidea di y per x. 

2) L'insieme Q+ dei numeri razionali è anch'esso archimedeo: 
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se x, y € Q+, il teorema precedente mette in luce la parte intera 9g 
a x 
del numero razionale —. 


3) L'insieme R+ dei numeri reali è archimedeo. 
Se x, ye R+ si ha ancora: 


1) 


DEFINIZIONE. — Si chiama divisione euclidea dell'elemento y per P'ele- 
mento x (quando x e y appartengono a E) l'operazione che associa ad x e y, în 
base al teorema 1, il numero naturale q detto quoziente euclideo di y per x. 


Resto. — Abbiamo: 
qe<y «> Hve& gqx+v=y (B., 1) 
(+1)x >y > qut+tx>qxt»v © x>» 
Quindi riassumendo: 
qu<y<(g+1)x > U=gr+v e v<x) 


L'elemento » di F si chiama resto della divisione euclidea di y per x. 


6. Misura degli elementi di un insieme archimedeo 


Sia x un clemento qualsiasi di #° ed 4 l’unità di misura. Per il 
teorema 1, x si inserisce tra due termini consecutivi della scala 4; 
esiste cioè un numero naturale ed uno solo 4, tale che: 


qui < (dt 1)4 


4o si chiama la misura approssimata per difetto a meno di una unità di x. 
Definiremo ora delle misure prossime a x fin che si vuole. 
Sia & la base del sistema di numerazione. 
Dato un numero naturale 7, consideriamo l'elemento 4"*x di #. 
Eseguiamo la divisione euclidea di b"x per #. Si ottiene, se indichiamo 
con g, il quoziente euclideo: 


(1) qui < dx < (a* + 1a. 
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DEFMIZIONI. — // ssuzzero di si chiama misura approssimata per 
1 . dn +1 
be’ ba 

di x a meno di —— per eccesso. 


difetto di x a seno di si chiama misura approssimata 
Confrontiamo le misure approssimate a meno di 


1 1 
hr ù bn+1 
Siano: 


(2) Guia < b"H1% < (Guia + 1) 

le condizioni che caratterizzano le misure approssimate a meno di 

de Moltiplicando le disuguaglianze (1) per d, si ottiene: 

(3) bg, < b"tix < b(gg t 1)4. 

Ora, gn+) è il numero naturale più grande q vale che: 
quz< b"+x, 

Le due disuguaglianze di sinistra della (2) e della (3) danno pertanto: 
bn < Inti: 

Allo stesso modo, 9,31 + 1 è il nuzzero naturale più piccolo q tale che: 

(d+ 1) > b"+ix. 
Dalle due disuguaglianze di destra della (2) e della (3) si ottiene quindi: 
Gui +1< (9+ 1)0. 


Dividendo i membri delle due disuguaglianze ottenute per 674, si 


ottiene: 
Viel Pi Inti Inti 1 e Ga + 1 
bn “ bat puti a ba 
Quando # assume i valori successivi naturali 0, 1, 2,3, ...,7,.. 


si ottiene una successione di misure 4-narie approssimate per difetto 
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di x, ciascuno dei numeri di questa successione essendo al più uguale 
ai successivi: 
Di Ia In 


(4) dep 


< -- 


e una successione di misure b-narie approssimate per eccesso di x 
in cui ciascun numero della successione è almeno uguale ai seguenti: 
Ci) + 1 In > 1 


1 
L'A so 


6) q+i5 i È n 


> --- 


Misura reale di x. 


Teoricamente le misure approssimate di x a meno di - 
sono determinate dalle condizioni della (1). Praticamente invece, 
l’elemento 4"x diventa grande quando si scelga un numero naturale 
n abbastanza grande, ed in tal caso è scomodo il misurarlo. Daremo 
ora un metodo di misurazione, logicamente equivalente al precedente, 
il quale può applicarsi nella pratica poiché non fa intervenire elementi 
troppo grandi. Questo procedimento permette di ottenere, succes- 


sivamente, le cifre della parte b-naria di de nella base £. 


Dividiamo x per #, e siano e = go il quoziente euclideo e x, 
il resto: 


(1) x 44 x xi <M 
Moltiplichiamo il resto x, per la base 4 e misuriamo bx,. 
Osserviamo che: 

xi << > bx, < bu. 
Il quoziente euclideo di dx, per 4 è per conseguenza strettamente 


inferiore a d. Questo quoziente è dunque una cifra r, del sistema di 
base b. 


(2) bx,= ri + xa sa <u e rich. 


Moltiplichiamo il resto x, per la base è e misuriamo bxa. 
La divisione euclidea di bx, per 4 dà ancora una cifra r3. 


(3) bxg = rh + xa Mu e ra<bh. 
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Continuando in questo fade supponiamo che al rango 4 sia: 
(1) bre,-a = Pn + Xn COD xa 4 © Par <b. 
Si divide bx, per w. Si ui ancora: 
xa <U > bra < bu ves 


ed il quoziente euclideo di dx, per x è strettamente inferiore a b; si 
tratta dunque di una cifra r, del sistema di base b: 


(2141) ban = Ma + Xadi CON xa CM € b. 


Dimostriamo che, per ogni numero naturale #, da questo pro- 
cedimento si ottiene la successione delle cifre della figurazione di 


In 
bn 
nella base bd. 
Moltiplichiamo i due membri della: 
(1) per 6" brx = ben + b"x,; 
(2) per b": brx, = br, + bt x; 
(3) per br-3; brix,= bra + b8-2x 3; 
COC. sissras SUR 


(1) per bo: bx.1= bra 3084 dbxn 
(1+ 1) per d° bx, = Fal + Xagd 


e sommiamo membro a membro. Si ottiene: 


brx = (be 4 br, 4 br + 00 A branca + fa + Xn 
con i 
nt <M. 


Il quoziente euclideo di b"x per 4 è dunque: 
qn= b"e+ br, + 00 + dra + fm 
onde, dividendo per 6": 


CIOGBIROE BRA A TEA È 
E rt F 
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1 
La misura approssimata per difetto a meno di * di x nella 
base è è dunque: 


hg, Pa 0% Saia 
e le cifre della figurazione b-naria sono ottenute mediante divisioni 
euclidee. 


Esempio. — Nella figura 33 diamo un esempio in cui, scelta l’unità 
di lunghezza # e stabilito il sistema di numerazione binario: 9 = 2, 
misuriamo una lunghezza x. 


x 
feticcio 
o “ v “ pri (1) x=3@+x, x: <# 
ea ! ax 
ter=tre 
®| Ò li: (2) 2x,=1-%+ x, xa <# 
n a 
i 2x 
| (3) 2x,= 0 -4+ x xa << 
o Udi 
! 22, 
© 19 (4) 2g = 1-W+x ZU 
ui: 
PRE: ecc. 
Fig. 33 


Eseguiamo le successive divisioni euclidee: la prima dà la parte 
intera, che vale 3 (34 è il più grande multiplo di w al più uguale a x). 
Il resto x, viene moltiplicato per la base 2. Ripetiamo su 2x, quanto 
abbiamo fatto su x. Il quoziente è 1. Si moltiplica il resto x, per la 
base 2. Misuriamo nuovamente 2x,, e cosi di seguito. Ci siamo fer- 
mati al rango 3 della parte 4-naria. 

La parte intera è 3 che, nel sistema binario, si scrive 11. Nella 
parte binaria le cifre si succedono nel modo seguente: 101. Si ottiene 


1 
dunque la misura &-naria approssimata per difetto a meno di -,;- 
di x: n 

11, 101. 
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Proseguendo con queste operazioni, si otterrebbero le cifre suc- 
cessive della parte binaria. 

Ritorniamo al caso generale. Le divisioni successive dei bx, 
per # possono ripetersi indefinitamente. Si associa cosî ad ogni 
x € & una figurazione infinita nella base è, che si chiama misura reale 
di x: na 

DERE ntsc di 
ux)= e, Fifa ce: > 

Osservazioni. 


‘1) È possibile che, a partire da un certo rango, le cifre r, sia- 
no degli zeri. Il numero reale (x) è allora un numero b-nario. 
2) Il numero reale che abbiamo or ora definito appartiene agli 


intervalli inscatolati 
In Int! 
br ° br 


le cui estremità sono, per ciascun rango #, le misure approssimate a 


meno di Tr per eccesso € per difetto. La lunghezza di un intervallo 


di questo tipo tende a zero (v.c. XIX). 

Dimostriamo ora che il numero reale u(x) che abbiamo associato 
a x soddisfa alle condizioni della definizione della misura enunciate 
al paragrafo 4. 

È evidente anzitutto che all’elemento x= # corrisponde il nu- 
mero u(4) = 1. 

Dimostriamo allora la seguente proprietà: 


[P. | La misura reale della somma di due elementi di & è uguale alla 


somma delle misure reali di questi elementi. 


Siano x e y due elementi di #° e siano le loro misure: 


px) = e, rifa Tnt 
7 


icn@l 
#09) = è6, rimp eri 4 


Abbiamo definito (v.c. XIX, 5) la somma £(x) + #(0) di questi 
due numeri reali. 
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Abbiamo posto: 


E" Sila °° Fa pa rif ns 

e poi: 
In + dn Int gn + 2 
ee È e 


Abbiamo definito la somma 4(x) + (7) come il numero reale 
che appartiene a tutti gli intervalli inscatolati (@,, 8,(, la cui lun- 
ghezza tende a zero. 

Tenuto presente tutto ciò, per definizione delle misure y(x) e 
4(0), abbiamo le disuguaglianze successive in #° per ogni rango n: 


qu < be < (94 1)% 
qui < by < (gn + 1). 
Sommiamo membro a membro, in #°, queste disuguaglianze: 
(An + dn) < b"(x +9) < (A+ Mt 24. 
Si ottengono cosî delle misure approssimate di x + y a meno di 
- che sono esattamente a, (per difetto) e 8, (per eccesso). 
Per il nostro metodo di misurazione, se si volesse ottenere la mi- 
sura approssimata 
In 
bn 


di x + y a meno di - per difetto, si eseguirebbe direttamente la 
divisione euclidea di b"(x + y) per #: 
qua < b"(x +9) < (+ 1)% 
‘ Poiché qi è l’intero più grande g tale che 
que dx +9); 


se ne deduce che: 
In E (4, sù dm In + dn + 2{ 
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e, dividendo per è", 


a € (0, Pal 


Il numero reale (x +_y) che abbiamo associato a x +_y ap- 
partiene quindi a (a,, #,( per ogni #, ed è perciò il numero reale 
4(x) + #(0). Si ha così: 


u(x +9) = 4) + #0). 


Dimostriamo ora anche la seguente proprietà: 


Le-misure reali di due elementi di &° si trovano nello stesso ordine 
di questi elementi: 
x<yJ > pa) <40) 


Infatti, x <y significa che esiste un elemento z € #° tale che: 
x+7=y. 
sx + 2) = 40) 
sx) + #) = #0). 


Ne consegue che: 
e, per la (Py): 


Da cui, in R+: 
ax) < #9). 
Osservazioni. — Il problema della misura che ci eravamo posto, 
è cosi risolto in un insieme archimedeo #. Ogni elemento di questo 


insieme è stato misurato: abbiamo definito una funzione y(x) in & 
ed a valori in R+. Questa funzione gode delle seguenti proprietà: 


pd) = 1 
u(x +9) = (x) + #0); 
x<y > n) < 0). 


La funzione u(x) è quindi crescente in &. Se ne trae che: 
u)=40) > *=0I 
Se infatti x > y, si avrebbe che (x) > #(7), contraddicendo 


l’ipotesi. E, allo stesso modo, x <_y contraddirebbe l’ipotesi. 
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Quindi, se due elementi hanno la stessa misura sono uguali. 
Sappiamo inoltre che ogni axzzero naturale è misura di un elemento 


Non sappiamo però se ogni rursero rezle è misura di un elemento 
di F; l’immagine 4(#°) contiene cioè N ma nonè detto che ricopra R+. 


i; ; L 
Per esempio non sappiamo se al numero razionale 7 corrisponde 


un elemento x di 8° che abbia questa misura se si sceglie 4 come unità, 
cioè se la semplice equazione: 


2x = 4 


ha o non ha una soluzione in #. 

Per completare lo studio della misura, è interessante studiare a 
quali condizioni la funzione (x), che abbiamo ora definito, applica 
biunivocamente & su R+, ossia a quali condizioni 


u(F)= R+. 


7. Assioma di bisezione 


Se vogliamo che ogni numero reale sia misura di un elemento di 
1 3 
&°, è prima di tutto necessario che Eni la misura di un elemento di&°. 
Supporremo dunque ora che, per un qualsiasi elemento « di #, 
l'equazione 2x = « abbia una soluzione in #°. 
Chiameremo questa condizione assioma di bisezione. 


Servendoci di un assioma supplementare che enunceremo più 
avanti, stabilire tra # e R+ una corrispondenza biunivoca. 


ASSIOMA DI BISEZIONE B,. — Per un qualsiasi ue &, esiste un xe & 
tale che: 
2x = 4. 


. . 1 - 
Indicheremo questa soluzione con: x = — #; essa è unica, perché 
se ne esistesse un’altra x’, si avrebbe 


ed » ds (Ps). 


Applichiamo allo stesso x l’assioma B,; esiste in # un elemento 
unico x, tale che: 
2x2 Leni Xi; 
onde: 


xa = 2x = W 
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Si scrive: 


xa = MW 


22 


Ragionando per ricorrenza, se supponiamo che esista un x, tale che 
2"x,= #, possiamo dedurre, applicando B,, che esista un x4; tale che: 


2x nta = Xn 
e, moltiplicando per 2°, 


2645 pg De 


Possiamo dunque enunciare la: 


Per mue® ed mne N qualsiansi, esiste uno ed un solo ele- 
mento x in&F tale che 2xy = u. 


Tale elemento si indica con: 


Conseguenze. 


1) Dato un numero naturale qualsiasi 9, si può associare al- 
l’elemento: 


1 
X= 4 
‘uno ed un solo elemento: 
SJ = PXx 


Consideriamo allora l’elemento: 


2"y = 2"(gx, DA 
Possiamo applicare (Py): 
22y = g(2"xa), 
e si ottiene 
2ny = qu 


J= E (94). 
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Si ha dunque: 


Si scrive allora: 
CIO q 


2) Ogni intervallo aperto di #° non è vuoto. 
Siano x e y due elementi di # tali che x < y. L'intervallo aperto 
) x. >{ di # non è vuoto; è infatti immediato che: 


2a < —- 
Vv <> U < D) 


Applicando allora la dimostrazione del teorema 2, capitolo XVI, 
si ottiene: 


x+y 
ge x ol 


Non vi sono dunque più ‘ buchi ” nell’insieme # (v.c. XIX, 7). 
Si dice allora che l’assioma di bisezione ha ‘ tappato i buchi” che si 
trovavano in #°. 

Dimostreremo ora che, scelta una unità qualsiasi 4, ogni numero 


Di dell’insieme Qi dei numeri binari è misura di un elemento di #°, 


per una scelta arbitraria dell’unità 4. 
sie ; 
Infatti a nr corrisponde uno ed un solo elemento y e #° tale 
che: 
4 


3 uao Pia 


Misuriamo questo elemento y. Abbiamo: 


g°da <> 2%y= qu 


Se si applica a questo elemento y il procedimento di misurazione 
definito nel paragrafo precedente operando nella base b= 2, ci si 
ferma al rango #: 


que 2"y <(g+1)a 
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in virtà dell'uguaglianza: 
qua 20Y. 


Il numero reale che abbiamo associato ad y è quindi: 


_ Il 
#3) = 2n s 


Si può enunciare pertanto la: 


Ad ogni numero di Qì corrisponde uno ed un solo elemento y 


di & la cui misura è uguale a questo numero. 


Sappiamo ora con certezza che u(8°) contiene O}. 

L'ultimo assioma, B;, che introdurremo fra poco ci permetterà 
di mostrare che gli insiemi 8° e R+ sono in corrispondenza biunivoca. 
Questo assioma colmerà le lacune che ancora potrebbero trovarsi 
in. 

Un insieme archimedeo #° che verifichi tanto B, quanto B; si 
chiamerà insierze archimedeo completo. 


8. Assioma dell'assenza di lacune 


Cominciamo col dare alcune definizioni che estendono alle gran- 
dezze nozioni già note per i numeri (v.c. XIX). 

Si chiama ‘“ lunghezza dell’intervallo ”’ di estremi x e y(x <}) 
la differenza y — x, ossia l'elemento x di #° che bisogna sommare a 
x per ottenere y (B,; 1). 

Si chiama “ successione infinita di intervalli inscatolati ba. In] di 
F, una successione infinita costituita dagli intervalli di &°, tali che 
ciascuno di essi contenga transitivamente tutti i successivi: 

(xo Jo = (x. 01) = (xa, va) dre? ESA Ja > * 

Osserviamo, inoltre, che esistono in # elementi » piccoli fin che 
si vuole poiché ogni intervallo aperto ) O, x { di # non è vuoto. 

Si dirà allora che: 


“la lunghezza dell’intervallo (x, Ja) tende a zero ” 
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se, ad ogni » di #° piccolo fin che si vuole, si può associare 
un numero naturale ) tale che: 


BP) > Vu Xx CN 


Data una successione infinita di intervalli inscatolati di F° la 
lunghezza dei quali tende a zero, supponiamo che non esista alcun 
elemento di #° che appartenga a tutti questi intervalli; diremo allora 
che questa successione di intervalli definisce una /ecana. Enunciamo 
ora l’assioma dell’assenza di lacune in F. 


Assioma Bs. — Ogni successione infinita di intervalli inscatolati la cui lun- 
ghezza tende a zero non definisce mai lacune. 


Esiste sempre cioè un elemento di #° che appartiene a tutti gli 
intervalli di tale successione. 


Dimostriamo che, per una successione assegnata, questo ele- 
mento è unico. 


Supponiamo infatti che ne esista un altro x, per esempio x' > x, 
e dimostriamo che si cade in una contraddizione. 


Poiché tanto x che x’ appartengono all’intervallo (> va} si 
avrebbe per un n qualsiasi, 


CAI 


Poiché la lunghezza dell’intervallo tende a zero, si può associare 
ad ogni v di #° un rango p tale che: 


n2>D > Ma Vi 
Si avrebbe allora: 


xx <41, 


per un ve # qualsiasi. Prendiamo 


Si avrebbe: 
1 


r 
x — RO <L Fm UA 
per un w € IN qualsiasi, cioè: 


22m x) <u 
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La successione dei multipli di x' — x verrebbe maggiorata da # e si 

contraddirebbe cosi l’assioma di Archimede. Si ha dunque x= a‘. 
Dimostriamo ora che, scelta l’unità di misura #, ad ogni numero 

reale 4 e R+, corrisponde un elemento x di # di misura 4. 
Consideriamo la rappresentazione di 4 mediante la sua figura- 


‘zione infinita nel’ sistema binario: 


a= €, Fifa 000 Pa 


(e è la parte intera di 4, le cifre r, sono 0 o 1). 
Questa figurazione è un modo conciso di indicare una succes- 
sione infinita: 
N CE In 


ea < +0 < Dn 


o c.- 


dei valori binari approssimati di 4 per difetto. i 
Il numero 4 appartiene a tutti gli intervalli inscatolati 


n + 
di dt AR 
A ciascun numero di O}, sappiamo associare un elemento di 
(Pu) conservando l’ordine: 


Si definisce cosi una successione di intervalli inscatolati di & 


| +1 Qn , Mt! 
(c (+1 > (+: (> di Ele ul >--- 


Per il B;, esiste un elemento x di # che appartiene a tutti questi 
intervalli la cui lunghezza 


I) 
—— 4 


2n 


tende a zero. Sappiamo che questo elemento x è unico. 
Misuriamo questo elemento x nel sistema binario, servendoci 
del procedimento del paragrafo 6. Per un # e IN qualsiasi, avremo: 


nb n Intl 
ref a # ue (£ 2 (. 
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Si ha dunque: 
u(x)= a. 


Possiamo dunque enunciare il 


TEOREMA 2. — Ogni numero reale è misura di uno ed un solo elemento 
di un insierse archimedeo completo. 


Gli insiemi ? e R+ sono dunque in corrispondenza biunivoca. 
Questa corrispondenza è un isomorfismo per l’addizione e la rela- 
zione d’ordine in base alle (P.) e (P,). 


9. Cambiamento d’smità 


In questo paragrafo, scelta 4 come unità, indichiamo con Hu(x) 
la misura dell'elemento x di 8° rispetto all’unità «. 


Problema. 


Date due grandezze non nulle di #, « e 1, che relazione esiste 


tra uy(x) e u,(x)? 
Consideriamo la funzione della variabile x e &°: 
pu 
f= 


TRO n 


Questa funzione, al pari di w,(x), applica biunivocamente & 
su R+ poiché essa si deduce da u,(x) dividendo per il numero fisso 


tu(0). 
Essa ha inoltre le seguenti proprietà: 


1 Ml) 
) S PAS) 
2) f(x +9)= e Ria L_# TC), = 


_ dux) 140) ì 
ui 0 S@)+f0) 


f(x) è dunque la misura di x, rispetto all’unità v: 


Sx) = px). 
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Si può dunque enunciare la seguente proprietà: 


Se si misura lo stesso elemento x di F° con le due unità u ev, si 


ottiene la relazione: 
wi 


ira 00 
Ly )= PIO) di 


Moltiplicazione di un elemento di & per un numero di R*. 


Già sappiamo qual è il significato del simbolo ax con x € & 
quando «4 € 07. Estendiamo la definizione ad 4 e R+. 


Derrnizione. — Ad ogni elemento x 40 di &° e ad ogni numero 
a e R+, associamo l'elemento di F, indicato con ax, il quale ha misura a 
rispetto all'unità x: 
g=a © 40)=4 


Questa definizione ha senso: sappiamo infatti che, per un 4 € R* 
qualsiasi, esiste un elemento y € # il quale, scelto x 0 come uni- 


tà, ha per misura 4. 
Se x = 0, assumeremo per definizione: 


Va e R', a-0=0. 


Si hanno allora le seguenti proprietà: 


Per a, b e Rt e x € & qualsiansi: 


ax + bx = (a+ b)x. 
Se x = 0, l'uguaglianza è evidente. Se x 70, risulta 


J=4x >  H40)=4 
Ora, 
i Hz) + z) = #:(3) RP Hx(%), 


H+ %)= at d, 
ossia, per definizione: 
J+z= (+ 2)x. 


e quindi 
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La proprietà è dimostrata. 


Per a, be Rtexe F qualsiansi, abbiamo: 


albx) = (ab)x. 
Se x= 0, l'uguaglianza è evidente. Se x 70, si ha: 
g=bx è  u,(9)= 6, 
z=4 > pr)=ad 


Utilizziamo ora la formula del cambiamento d’unità data dalla 


(Pro) : 
__ M(%) 
na = #4:() 


Se ne deduce che: 


#3) = HU) 


H2(%) = db, 
il che significa, per definizione: 
<= (ab)x. 
Ora: . 
= e y=bx) > z=a(bx) 


La proprietà è cosf dimostrata. 


Osservazione. — La formula del cambiamento di unità dà l’im- 
portante formula seguente 


Vae R+ pax) = ap,(x). 
Si ha infatti: 
J=4xX è p,y)=a. 
Ora, per la (Pio): 
Hu(3) ui #9) a Hu(x), 


onde: 
. ttu(9) a auy(x), 
ossia: 
Hu(ax) = au,(x). 
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Ne consegue la seguente proprietà: 


Per x, ye& e ae R+ gqualsiansi, si ha: 


ro ax +9) = ax + 9. ne, 


Scelta una unità « qualsiasi, avremo, sopprimendo l’indice # 
che è il medesimo per tutte le misure che seguono: 


p(ax) = au(x) 
s(ay) = au). 


Sommando membro a membro, si ottiene: 
(1) u(ax) + u(ay) = au(x) + apu(3). 
Per il primo membro, si ha, in virtà della (P.): 
u(ax) + say) = u(ax + ay). 
Per il secondo membro, risulta: 


au(x) + au(y) = a[4(x) + #U)] (Distributività in A+) 
aux) + 2(0)) = 24 +9) (Proprietà Ps) 
au(x + _y) = ale(x + 9)] (Osservazione precedente). 


Dalla relazione (1) si ottiene cosi: 
p(ax + ay) = ula(x +y)}. 


Se due elementi hanno la stessa misura sono uguali. La proprietà 
(Ps) è dunque dimostrata. 


Caso in cui non sempre è possibile sommare due grandezze. 
Misura degli angoli 


10. Caso in cui la somma di due grandezze non sempre è definita 


Fino ad ora abbiamo considerato classi di grandezze per le quali 
era sempre definita l’addizione x + y, per una qualsiasi coppia x, _y. 
Di fatto, quando si misurano ad esempio delle lunghezze, ci si 


383 


I numeri reali 


imbatte talora in grandezze che non si possono facilmente sommare 
perché troppo grandi. Siamo tutti esseri finiti, e nella pratica, non 
possiamo maneggiare lunghezze troppo grandi. (Analoghe osser- 
vazioni potrebbero farsi anche per le masse.) 

Per illustrare questa situazione, consideriamo un foglio da di- 
segno rettangolare .ABCD (v. fig. 34) e supponiamo di voler mi- 
surare la distanza di due punti qualsiansi di questo foglio, senza uscire 
dai limiti del disegno. Esiste allora una distanza massima, uguale alla 
diagonale AC, e non esiste nessun’altra distanza superiore a questa 
relativamente al problema di cui stiamo occupandoci. 


A B A B 
|C 
D Cc D le 
Fig. 34. Fig. 35. La somma x +y 
non esiste. 


Potremmo immaginare l’esistenza di un ente pensante, che si 
aggiri all’interno del rettangolo e per il quale l’universo si riduca a 
questo rettangolo, e che non sia capace di concepire una lunghezza 
maggiore di quella della diagonale AC. 

Per lui, la somma di due lunghezze x e y esiste solo se i rappre- 
sentanti AE e EF rispettivamente di x e _y, messi consecutivamente 
sulla diagonale AC, danno un punto estremo F che appartiene a 
questa diagonale (v. fig. 34). La somma x + y non esiste per questo 
individuo se i due rappresentanti AE e EF, posti consecutivamente, 
non sono contenuti all’interno della diagonale (v. fig. 35). 

Consideriamo nuovamente gli assiomi enunciati in questo capi- 
tolo, e modifichiamo i loro enunciati in modo da renderli applicabili 
ad un siffatto insieme w di classi di grandezze. 
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Assiomi Bi. — Esiste in XY sm'addizione definita per certe coppie x, y, 
indicata con x + y e dotata delle seguenti proprietà: 


1) È associativa. 
2) È commutativa. 
3) Ammette un elemento neutro, indicato con 0. 


x+0=x per ogni xe. 


Assromi Bi. — Esiste in XY una relazione d'ordine, indicata con <, e 
dotata delle seguenti proprietà : 


1)x<y ©’ dHIzeo x+2z=y. 


La relazione x < y è logicamente equivalente a: “ Esiste sn ele- 
mento 2 di A tale che la somma x + 2 esiste e ha valore y”. Si scrive: 


g=y_ x. 


2) (x<y e y+x% esiste) > (x+qesisteex+2z<7v+%). 

3) 9 è dotato di un più grande elemento, indicato con g. 
(Nell'esempio precedente, questo elemento g è rappresentato dalla 
diagonale AC.) 


Conseguenze. 
1) 0 è il più piccolo elemento di o”. 
2) Supponiamo che x < x" e _y<y' e che x'+.y' esista. 
Allora, per la (B5; 2): 


(x <x'" e x"+y' esiste) implica: 
x +9’ esiste e x+y'<x' +79 
(y<y" e x +09" esiste) implica: 


x +9 esiste e x+y<x+7y 
Per transitività se ne deduce: 


l’esistenza di x+y e x+y<x +7. 


È dunque possibile sommare membro a membro le disuguaglian- 
ze x < x" ey < y' a condizione che la somma x' + y' dei due termini 
più grandi esista. 


385 


Wa 


I numeri reali 
3) Definiamo in wa degli intervalli come per i numeri: per 
esempio, ogni x e a verifica 0 < x < g. a coincide quindi con 
l'intervallo chiuso (0, g}. 


Multipli di un elemento di Sf 


Dermizione. — Per qualsiasi elemento x di SH e per certi numeri | 


naturali n, l'elemento nx di AH si definisce come segue: 


1) 0-x=0. 
2) Supponiamo che nx sia definito e che la somma fix + x esista. 
Poniamo : 


nxut+x=(1+1)x. 
Osservazioni. — Per ogni xe Y, nx esiste pera=0 e n= 1 
Ox= 0; 1x=1. 


Se x + a esiste, lo si indica con 2x. 

Se 2x + x esiste, lo si indica con ecc. 

Per la definizione stessa, se rx esiste e se 1 < n, allora esiste 
mx. Da ciò discendono, come nel paragrafo 3, le seguenti proprietà, 
valide purché esistano le somme ed i multipli che vi intervengono 
[x e y sono elementi di wa, n e p numeri naturali]. 


(1+ pix = nx + px, 
n(x +9) = x + 
n(px) = (np)x, 
mx <<) > Xx <) 
mx <px > n <D. 


Assioma d' Archimede. 


È valido anche per l’insieme w l’enunciato dell’assioma d’Archi- 
mede che abbiamo esposto al paragrafo 5? 

Riesaminiamo l’esempio precedente: date due lunghezze x e _y 
non nulle del rettangolo ABCD, esiste un numero intero # tale che 
nx esista © #X > y? 

La risposta evidentemente è affermativa se x > y. Basta prendere 
n= 1. Occupiamoci dunque del caso in cui 0<x <y. 

Costruiamo (v. fig. 36), in AA4,, AA, Ax/4,, ... una catena 
di segmenti uguali a x sulla diagonale /AC. Cominciamo con il sup- 
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porre y = AC: sappiamo che l’assioma di Archimede sulla retta AC 
significa che esiste un intero # tale che il punto A, superi il punto C. 
Ne abbiamo dedotto (teorema 1) il principio della divisione euclidea 
per le lunghezze: esiste un più grande intero 9 tale che: 


REI 


In questo caso non possiamo parlare dell’intero # tale che A, 
superi C perché non dobbiamo uscire dai limiti del rettangolo ABCD. 
Possiamo tuttavia parlare dell’intero più grande g tale che gx <_y. 


Fig. 36. 


— L’assioma di Archimede, nell’insieme , significa che per pic- 
cola che sia la lunghezza x, il numero dei multipli di x al più uguali 
a y non è illimitato: in altre parole, l’insieme dei numeri naturali 7 
tali che rx < _y ammette un elemento più grande g; sulla diagonale 
AC esiste un ultimo punto Ay (nella fig. 36, 9= 11). 

Consideriamo ora altre lunghezze y e 0. 

Per ogni lunghezza y che abbia un rappresentante AF tale che 
AF<AA,, si avrà un intero # tale che nx esista e nx > y. 

Per ogni lunghezza y che abbia un rappresentante AE tale 


che AE > AA,, non esisterà un tale intero n. Queste ultime lun- 


ghezze sono quelle che verificano: 


ACC AF<x, 
ossia: 
L0I<x. 
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Si tratta dunque di lunghezze y tali che la somma x +_y non esi- 
sta. Riassumendo, per tutte le coppie (x <_y) di grandezze di o” ta- 
li che x +- y esista, l’enunciato tradizionale dell’assioma d’ Archimede 
è valido: esiste un intero # tale che wx esiste e mx > y. 

L’enunciato tradizionale non è valido per tutte le coppie (x <_y) 
di grandezze di «9 tali che x + y non esista. 

In seguito a quanto abbiamo ora osservato, per rendere l'assioma 
di Archimede applicabile a tutti i casi, possiamo modificarne nel mo- 
do seguente l’enunciato: i 


Assioma Bj. — Per una qualsiasi scelta degli elementi non nulli x e y di SY, 


esiste un intero pis grande q tale che: 
qx < >. 


Chiameremo questo intero più grande g il quoziente euclideo di 
> per x: evidentemente esso è uguale a zero se x > J. 


Osservazione. — Se applichiamo questo enunciato a y= g, ele- 
mento più grande di 9, si ottiene la seguente proprietà: 

Per un qualsiasi x e, l’intero più grande g tale che gx < £ 
è il numero dei multipli di x, diversi da 0, che esistono in w. Questa 
particolarità dei multipli di qualsiasi elemento di x di essere in nu- 
mero limitato, non ci permette di risolvere il problema della misura, 
posto al paragrafo 4, come abbiamo fatto dianzi. 

Infatti, se si vuole operare in una base 5 e definire delle misure 
approssimate di x, scelta l’unità 4, non si può più fare intervenire l’ele- 
mento "x, che a partire da un certo rango # non esiste più. (Questo 
rango x può essere uguale a 1 per certi elementi x, persino con 6 = 21) 

Per questa ragione ci serviremo anche dell’assioma di bisezione 
B, che supporremo valido in o. 

Prima di affrontare questo problema, parleremo di una categoria 
importante di grandezze geometriche, alle quali si possono applicare 
integralmente le considerazioni fatte fino ad ora: gli angoli. 


11. Gli angoli 


Diamo ora la definizione più elementare dell’angolo valida in 
geometria piana. 

Siano P, e P, due semipiani i cui bordi D, e D, si intersecano 
in 0 (v. fig. 37). L’intersezione P, N P, è per definizione un angolo. 
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L’angolo è un settore piano i cui bordi OD, e OD, sono semirette 
aventi la stessa origine O. 
L’angolo si indica con: 


(0D,, 0Di). 
I due lati OD, e OD; hanno lo stesso ruolo. 


Si dice che i due angoli (0D, e 0D;) e (0Di, 0D;) sono uguali 
se è possibile sovrapporli con un movimento. 


Fig. 37. Il settore non tratteggiato è un angolo (0D,, OD). 


Si definisce cosi nell’insieme degli angoli, una relazione d’equi- 
valenza, detta ‘“ uguaglianza degli angoli” e indicata con: > 


(0D,, 0D,)= (0Di, 0Dj), 


che permette di dividere l’insieme in classi di angoli che si chiamano 
uguali. 

Consideriamo due semirette OU e OV opposte ed uno dei se- 
mipiani, P, determinato dalla retta UV (v. fig. 38). Ciascuna del- 
le classi precedenti ha uno ed un solo rappresentante di lato OU 
nel semipiano P. Il secondo lato 0/4 è determinato assegnando la 


Fig. 38. Il rapportatore P. 
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classe; reciprocamente, ad una semiretta 0/4 di P corrisponde una 
ed una sola classe di angoli il cui rappresentante è (0U, 04). 

L’insieme delle classi è dunque in corrispondenza biunivoca con 
l’insieme delle semirette di P aventi origine in O. L'insieme di queste 
semirette si chiama rapporfatore. 

L’angolo nullo corrisponde a 04= OU. 

L’angolo piaffo corrisponde a O04= OV. 

L’angolo retto corrisponde a 04= 07, con OW LOU. 


Indichiamo con af l’insieme delle classi di angoli in corrispon- 
denza biunivoca con il rapportatore. 
Definiamo in 9 una relazione d’ordine totale, indicata con <. 
Siano x e y due elementi di rispettivamente corrispondenti 
a OA, e OA; sul rapportatore (v. fig. 38). La relazione d’ordine è cosi 
definita: 
(0U, 04) c (0U, 04;) è x <y. 


Definiamo in « anche un’addizione per opportune coppie x, _y. 

Si chiamano ango/i adiacenti due angoli che hanno un lato in co- 
mune e la cui intersezione si riduce a questo lato{u.4: dietro) 

Siano x e y due elementi di Y rispettivamente corrispondenti a 
OA; e 04. 

Si trasporta uno di questi angoli, y= (0U, 04) fino a porlo 
su (0/,, 04) adiacente all’altro (O0U, 04,) = x. 


1) Se la semiretta 04; appartiene al semipiano P, la somma 
x + y è definita ed è rappresentata da (0U, 0) (v. fig. 39). 


Fig. 39. x+y esiste e vale (0U, 043). 


2) Se la semiretta 04, non appartiene a P, la somma x +_y 
non esiste (v. fig. 40). 


Gli assiomi 8{ e 83 sono validi per gli insiemi delle classi di angoli. 
L'elemento più grande g è un angolo piatto. 
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Assioma di Archimede per gli angoli. 


1) Cominciamo con il dimostrare che l’assioma di Archimede 
per gli angoli inferiori ad un angolo retto è una conseguenza dell’as- 
sioma di Archimede per i segmenti. Siano x e _y due angoli tali che: 


ui 0<x<y<d hi 


(con 4 si indica l’angolo retto). 


Fig. 40. La somma x + y non esiste. 


Chiamiamo Z una perpendicolare, in 4, alla semiretta OU (v. 
fig. 41). A_un angolo inferiore a 4 corrisponde una semiretta 04 


Fig. 41. 


del rapportatore che incontra Z. Ad un angolo almeno uguale a 4 
corrisponde una semiretta 04 del rapportatore che non incontra £. 
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Poiché x < d, la semiretta 04, corrispondente a x incontra £ 
in A, 

Poiché 2d esiste, esiste anche 2x. 

Se 2x > d, allora 2x > 4> y e l’assioma di Archimede è verifi- 
cato: il multiplo 2x di x supera y. 

Se 2x < di il lato 04, corrispondente a 2x incontra 7 in A, 

Per il teorema della bisettrice nel triangolo OAA3: 

AA, _ OA 


AzA, 0A 


Poiché 0A4,}> 0A, (obliqua e perpendicolare per O a Z), 
se ne trae che: 
AA > AA» 
onde: 
AgA3 > 2A 


Andiamo avanti. Poiché 2x < de x < 4, si conclude che 3x esiste. 
Se 3x > d, allora 3x > d > y, e l'assioma di Archimede è verificato: 
il multiplo 3x di x supera y. . 
Se 3x < d, il lato 04, corrispondente a 3x incontra Z in A. 
Dal teorema della bisettrice in 4,04: 
Ari _ OAa 
AzA,  0A;° 
e dalla proprietà delle oblique: 
0A,> 0A, (Vat dado) 


discende che 
AA > Agp 
Perciò: 
AA, > AA > Ao 
onde: 
Ad > ZA A 3° 


Ragionando per ricorrenza, supponiamo che: 
(p_1)x <d 


Allora (p — 1)x + x esiste, poiché (p — 1)x < d e x < d. 
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Se px > d, l’assioma di Archimede è verificato: esiste un multiplo 
px di x che supera y. 

Se px < d, il lato 04, corrispondente a fx incontra Zin Ap; 
applicando il teorema della bisettrice al triangolo OA,.3/4, si dimo- 


stra, come abbiamo fatto prima, che: 


Ap-rAp1 < App; 
si deduce che la successione A,_1/4, è crescente: 


Adi _<@ A;Ar < Az <..- < Azzo 


(1) PA < AA 


Sia allora 8 il punto in cui il lato 04 corrispondente a y interseca 
Z. Poiché i segmenti sono grandezze archimedee, sappiamo che esiste 
un intero 2 tale che: 


(2) nAA, > AoB. 


Se per l’intero n risulta ancora nx < 4, all'angolo nx corrisponde 
un punto A, su Z tale che, per la (1): 


AA, > IAA 3; 


onde: 


onde, per transitività con la (2): 


AA, > AoB, 
cioè: | 
nx > J. 


Esiste dunque un intero w tale che rx esiste e supera y. 
D’altra parte, se 0 <y <d e x > d, l’intero w esiste e vale 1. 
Si può dunque enunciare: “ Per 0 <y < d e per qualsiasi 


xES {oe 4) 
esiste un intero n tale che nx > y”. 


CoroLLarIo. — Allo stesso modo del paragrafo 5, si deduce la 
seguente proprietà: 

Per un x. € A (x 0) qualsiasi e per 0 <y <d, esiste uno ed un 
solo numero naturale q tale che: 


qu<zy<(A+ 1)x. 
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- 


2) Dimostriamo ora che l’assioma di Archimede è verificato 
quando uno dei due elementi sia l’angolo retto 4, cioè: 


“ Per an x € SH (x #0) qualsiasi, esiste un intero n tale che nx 
esista e ox > d”. I 


Se x > d, l’asserto è evidente (n= 1). 


Se 0<x<d, l'angolo 4— x esiste e d— x <4d. Dividiamo 


d-— x per x, applicando il corollario precedente: 
qeed—x<(g+1)x. 
Osserviamo che: 
qe<cd—-x > (A+1)x<4d. 
Poiché x < d e d+ d esiste, si trae che (9+ 1)x + x esiste. 


. Poiché (g + 2)x esiste, si ha: 


d-x<(qg+1)x > d<(9+2)x 


e l'assioma di Archimede è verificato: esiste in e un multiplo di x, 
(q + 2)x, che è maggiore di d. 
Da ciò segue la proprietà: 


P sta ° 
Per un qualsiasi elemento non nullo x E X e per 0< y<d, 
esiste uno ed un solo numero naturale q tale che: n 


qu<zy<(g+1)x. 


3) Nel caso in cui sia _y > d, non sempre esiste in 9” un ele- 
mento #x che supera y. Esiste tuttavia sempre in ww multiplo più 
grande di x al più uguale a y, e cioè un intero più grande q tale che qx < y. 


Osserviamo infatti che: 


d<yj<24 > 0<y-d<d 


Per la (P,g), possiamo dividere y — d per x ed anche 4 per x. 
Siano p e p' i rispettivi quozienti euclidei: 


px <y-d<(p+1)x, 
pu<d<(pi+1)x. 
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Se (p + 1)x + (2'+ 1)x esiste, sommando le due disuguaglianze 
di destra, si ha l 
I<(p+p+2)x. 
Esiste pertanto in & un multiplo di x che supera y. 
Se (p + p' + 2)x non esiste, sommiamo le due disuguaglianze 
di sinistra: 
(Pt px <I 
Esiste allora un intero più grande g tale che gx <_y. Infatti: 
q= p+ p',se(p+ "+ 1)x nonesiste oppure gsiste e supera y. 
q=p+p' +1se(p+p'+ 1)x esiste ed è alfbe20 uguale ay. 


Riassumendo questo studio sull’assioma di Archimede per gli 
angoli, possiamo dire che l’enunciato dell’assioma By' si applica in 
tutti i casi agli angoli. 


A 12. Assioma di bisezione e misura degli elementi di A 


Consideriamo dunque un insieme «9 di elementi che verifichino 
gli assiomi Bi, Bi, Bi ed inoltre l'assioma di bisezione B.. (Per gli an- 
goli, questo assioma corrisponde alla proprietà elementare secondo 
cui ogni angolo ha una bisettrice.) Come nel paragrafo 7, deduciamo 
dall’assioma di bisezione la proprietà (P,,). 


Per un ue Sd ene N qualsiansi, esiste uno ed un solo elersento x, 


in X tale che: 
Lo si indica con: 
DX 


n 7 
2n 


Se l'elemento y = gx, esiste e g è un numero naturale, si scriverà: 


Osservazione. — Se 
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esiste, è tuttavia possibile che gu non esista. Non sempre è dunque 
possibile scrivere: 


(4: .)- 3 (qu). 


Dimostriamo la ‘seguente proprietà che ci sarà utile in seguito: 


[Pa] © La successtone 


fende a zero. 


LE 
a 5a 


Supponiamo infatti che esista un elemento v 34 0 di w tale che: 

xa > UV per ogni re N 

e dimostriamo che si arriva ad una contraddizione. x, è definito da: 
27x,= M 

Da x, > » discende, poiché esiste 2*x,, che esiste anche 2", e 


2x, > 2%, 
cioè 
u> 2", per ogni n € N. 


Non esiste dunque un intero più grande g tale che gr < « e si 
contraddice cosi l’assioma Bj. 


MA Misure degli elementi di XY. 


Sia 4 l’unità scelta una volta per tutte in w, e sia x un elemento 
di «9 da misurare. Faremo corrispondere ad x un numero reale (x) 
nel modo seguente: ad ogni n € N, si fa corrispondere all'elemento 


“ 


n 


l’intero più grande g, tale che: 


“ 
Ina AG 
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Si ha così: 
QI <<, 
“ 5 
LISCI < Xx; 
“ 
CLETE < x 
n < 
— 0, 
Ina 
n | i a | | Di 
n SÌ chiama misura binaria approssimata per difetto di x a meno di Chi 
Confrontiamo: 
In Inti 
DIE gut 
Si ha: 
In 4 
a = 24n gu+i > 
e per conseguenza: 
“ “ 
STIA Sax € Inti dati < x. 


Ma gx; è l’intero più grande g tale che 


“ 


Ta SY 
Si ha dunque: 
Inti 2? 24n 
e, dividendo per 2%41: 
Inti In 
Qn+io sal Qn 


Si ottiene cosf una successione infinita di misure binarie appros- 
simate per difetto di x: 
a Wi Ia Mn (i 


SSA 2n 


AN 
| 
A 
A 
| 
A 
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Sappiamo rappresentare questa successione infinita con una ti- 
gurazione infinita nel sistema binario. Procedendo in tal guisa, ot- 
teniamo la r7isura reale di x: 


Ax) = dos Fifa Fat 


Ve, Misure binarie approssimate per eccesso. 


Dimostriamo ora che, per ogni elemento x 34 g, si possono defini- 


re anche misure binarie di x approssimate per eccesso a meno di —. 
» £ LI n 
Poiché x # g, l'elemento g-- x non è nullo. 


spe MW : 
Poiché a tende a zero (P,;), esiste un numero naturale p tale 


che: 
a “ 
ne > - ib Xi 


VALI 


ne segue che, a partire dal rango p, 


P 
de 
VA 

esiste. 

Poiché 
In A 
4 X, 

Qu 

ne risulta che 
a “ 
‘gd 
Qu Qu 


esiste. 
Quindi, a partire dal rango p, avremo: 


(Infatti, 


supera x perché 9, è l’intero più grande g tale che: 


E co 
(E lia. 
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Per n > p, si chiamerà misura binaria approssimata di x# g, a 
1 ; 
meno di — per eccesso, il numero 
2n 


Inti 
De 


L’unico elemento di wY per il quale non è possibile servirsi di 
questa proprietà è l'elemento più grande g. 

Dimostriamo ora che questo procedimento di misura per gli ele- 
menti di 97 soddisfa appunto alle condizioni poste al paragrafo 4. 

Fvidentemente u(4) = 1. 

Dimostriamo che 


u(x 4 3) = # (x) + #0), 


quando x -+ y esiste. 
Siano dati due elementi x e y di o tali che x + y esista, e siano 
date le misure reali binarie ad essi associate: 


i RRSDOATE 7 
(x) = Go Pala Tn 3 
RNERSSAISE 
L 11 7 
#4(3) = Go fai aio 
Distinguiamo due casi. 


Primo caso. x 4 Y 3 £. 


Esiste allora un rango f a partire dal quale è possibile definire 
simultaneamente per x e _y delle misure binarie approssimate per 
eccesso. Poiché x + y # g, esiste un rango p tale che: 


“ 


a) n>p os Leg (+0) 


da 


A partire dal rango p, si possono definire delle misure appros- 
simate per eccesso di x + _y. Tuttavia, 


l'annata 


e perciò, a fortiori, 


Partendo dallo stesso rango p, si possono definire delle misure 


399 


I nurnseri reali 


binarie di x approssimate per eccesso [lo stesso dicasi per y perché 
gr +9) 4-J: 


Assumendo # > p, avremo: 


1 
(2) Le È x< fra 
(3) I USI n BLA “ 
Qn Qu 


Consideriamo la somma delle due misure approssimate per ec- 
cesso: 


' ; , 
Fu “e In E° 2 aa In ba Fn pae LL 
DAL ss 2” : Qnol i 


Per la (1) (sostituendo # con n -- 1), si ha: 


p7, 
n>p4t 1 0 O <e- (x 4 0). 
Quel Ù x 
Se ne trae che 


“ 
xiblt iCTora 


esiste a partire dal rango pi 1. 
A partire da questo rango p- i, dunque possibile sommare 
membro a membro le disuguaglianze (2) e (3): 


Sia 


il rermine generale della successione che definisce 
(x +) ' 


gr € l’intero più grande g tale che: 


“ Y 
Qu = +. 
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Per 1 > p + 1, si ha dunque: 


fe fir atati( 
2 a’ 2n 


Ora, questi intervalli inscatolati la cui lunghezza —— tende a 


x 


zero, definiscono appunto il numero reale 4(x) + 4(y). Perciò: 
Hu +9) = pe) + #(0). 
Secondo caso. — x + y = g. 


Nel caso in cui x + y= g (con x 4 ge y # g), è ancora possibile 
definire delle misure binarie approssimate per eccesso di x a partire 
da un rango 77 e per eccesso di y a partire da un rango 77°. Sia 
p== max fm; m'}. A partire da questo rango p, è ancora possibile 
scrivere la (2) e la (3). La somma delle due grandezze approssimate 
per eccesso di x e _y, non esiste qualunque sia 7, perché x 4 _y = g. 

Sommando membro a membro le due disuguaglianze di sinistra 
delle (2) e (3), si ha: 


Sia allora: 


il termine generale della successione che definisce w(g): 97 è il numero 


dei multipli di Di diversi da zero che esistono in 7. Ora: 


I 
(In + qu) du 

esiste e 

“ 

N 


++) 


non esiste. Quindi: 


dn E [CA < Um An "e In “5 2 


” degli Lg 
t@ - (#i* Int Ei ( 


Qu o Qu 


onde: 
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(SH per conseguenza: 
ug) = u(x) + 4(). 


La proprietà (P,) e, per conseguenza, la (P,) sono dunque appli- 
cabili ad of : se x + y esiste 


u(x + 3) = #(x) + 4(1) 
x<J_ >  bx)<4(0) 


Se indichiamo con 4 il numero reale che misura g, 4(g)= 4, 
(x) è una funzione che applica & nell'intervallo chiuso (0, 4) di 
R*. Qualsiasi numero binario appartenente a questo intervallo è 
misura di un elemento di w. 

Si completa allora l'insieme & facendogli verificare l’assioma By 
relativo all’assenza di lacune. Si può enunciare questo assioma in 
come nel paragrafo 8, e si dimostra, allo stesso modo, il seguente: 


TeoREMA 3. — Ogni numero reale dell'intervallo (0, a) di R+ è mi- 
sura di uno ed un solo elemento di N. 


Gli insiemi .9 e (0, 4) sono in corrispondenza biunivoca, e 
questa corrispondenza è un isomorfismo per l’addizione e per la re- 
lazione d’ordine. 


Esercizi 


1. Consideriamo un insieme & che sia archimedeo, cioè veri- 
fichi gli assiomi }B,, B,, Ba. 

Per ogni elemento x di #°, indichiamo con .# (x) l’insieme dei 
multipli di x diversi da zero. 

liseguiamo la divisione euclidea di un elemento x di &° misuran- 
dolo con l’unità scelta «: 


= QIÀT 4, HU CM, que N. 
Eseguiamo poi la divisione di « per x: 

Us Qi + 4g, Un < 4, que N. 
Poi la divisione di 4, per 43: 


U, = Gir + 4g, Ha Mg 4 qae N, 
e cosi di seguito... 
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1) Si supponga che ad un certo rango » il resto sia 0: 


Una = In+iWa Ansa € N. 
Dimostrare che esistono in questo caso due numeri naturali 7 
e p tali che: 
mu= px. 


[Si proverà che #e A (4) e x A (4n): #n si chiama parte 
aliquota comune di « e x.] i 

2) Supponiamo che il resto non sia mai nullo. Studieremo que- 

sto caso servendoci del seguente esempio geometrico (v. fig. 42). 


Cc 
Ai 
B, 
A B 
Fig. 42. 


Sia .1BC un triangolo rettangolo isoscele: 


AB=- AC=% e BC=x. 


Servendosi delle disuguaglianze classiche del triangolo dimo- 


strare che 
U < x < 24. 


La prima divisione è fatta: il quoziente euclideo è 9g, = 1. 

Il resto , è rappresentato da CA = ,. Tracciamo ora la per- 
pendicolare in 1, a BC la quale interseca AC in B,. Dimostrare 
che 

BA,;= BA = 4 
è che 
Zu, <u << day. 
Eseguita la seconda divisione, il quoziente è 9g, = 2. 
Il resto 4, = 4 — 24, è rappresentato da B,/4,. 
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i 


Dimostrare che la figura ABC, A; è simile alla figura 4,B,C, A, 


, 
Per la divisione successiva, sarà sufficiente sostituire 4 ed «, 
rispettivamente con 4, ed 4}: 
2, < Hi < 3dltg 
Si deduce che, per un qualsiasi ” e NN*, si ha: 


Dili Mesa È gi 


Nessun resto è nullo. 
3) Le divisioni del paragrafo precedente sono: 


(1) x=4+ 4 Hi <M 
(2) u= 24,4 4, U, <U 
(+ 1) 4-13 24, + Hn41 Unsa SI 


>» 


“ Trascurando ” x, nella (2) (sostituire 4, con 0), dare una mi- 
sura razionale 4, approssimata di x. 

“ Trascurando ”” x,,, nella (2-4 1) (sostituire #,,, con 0), de- 
terminare una misura razionale 4, approssimata di x. 

Calcolare effettivamente sg, gg, {4 {453 Me {43- 

Se ne deduca la misura razionale decimale approssimata di x 


a meno di P 
104 
Fare la verifica con il valore approssimato corrispondente di v' 2. 
4*) Considerare le due successioni di numeri naturali definiti 
per ricorrenza nel modo seguente: 


diet, dr 3; dn ,0 = 2a 


bist led 


' 
n+1 0 Ao 


bn+2 sn 2bn44 sE by 


Dimostrare che, per ogni # > 2, si ha: 


2*. Considerare l’insieme / delle coppie (@, 3) di numeri ra- 
zionali @ e £ (/ è l’insieme prodotto Q+ x 0). 
1) Definire in £° un’addizione con il seguente metodo: 


404 


Misura delle grandezze 


Dimostrare che gli assiomi B, sono verificati. 
2) Definire in E una relazione d’ordine totale, indicata con 
(a, 8) < (a', B'), nel modo seguente (ordine lessicografico delle 


coppie.) 
a<a' > (@ P)<(a, f°), 
(a=a' e B<B) => (@ B)< (a, BÈ). 
Dimostrare che gli assiomi B, sono verificati. 
3) Date le due coppie: 


(0, 8), con 5 #0, 
(a', B'), con a'#0 


dimostrare che non esiste un numero naturale # tale che: 
“=, cal 
n(0, 8) bai (a', B). 


Se ne deduca che £ non è archimedeo. 
4) Dimostrare che per (@, 8) € £ qualsiasi, e per il numero 
naturale #7 0, esiste una, ed una sola coppia (x, y) e £ tale che: 


n(x, J) = (a, P). 


5) Vogliamo misurare certi elementi di £ assumendo come 
unità di misura la coppia #4 = (1, 1). 


meri razionali uguali ha una misura razionale (x) = @. Reciproca- 
mente, ad ogni numero razionale « € Q* corrisponde una coppia 


Dimostrare che la corrispondenza biunivoca tra / e Q* è un 
isomorfismo per l’addizione e la relazione d’ordine. 


3**. Consideriamo un insieme archimedeo completo #° il quale 
verifichi gli assiomi B,, B,, B,, B;. Sostituiamo l’assioma di bisezione 
B; con il seguente: 

Assioma Bj: Ogni intervallo aperto )0, x{ di #° non è vuoto. 


1) Dimostrare che, per un x e # (x # 0), esiste un elemento 
ze (#0) tale che: 


Der i de 


[Dato y € }0, x((y esiste per il Bi), chiamiamo x il più piccolo 
dei due elementi y e x — y.] 
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2) Dedurne per ricorrenza che, per xe #.(x 40) e ne N, 
esiste 7, € # tale che: 


2", <Z 


3) Dimostrare che la successione 7, tende a zero. 


{Se esistesse un elemento v e # (1 4 0) tale che 7, > », per ogni 
n si avrebbe: 


2"p < 2", < x, 


e la successione 2*v sarebbe maggiorata da x. Contraddizione con 
l’assioma di Archimede.] 


4) Si vuole dimostrare che l’equazione: 
2x = 


ha una soluzione x e #. L’assioma B, del capitolo XX sarà allora 
equivalente all’assioma B; di questo esercizio. 


Costruiamo a tal uopo una successione di intervalli inscatolati 
(x-.»( tali che: 
2x1 ZUZ2Ja 


e la cui lunghezza y, — x, tenda a zero. 
Si considera la successione %,: 


de ag Ri Pa Rein 


del problema 2, che tende a zero in base al problema 3. 
Si divide « per 2%: 


2% < 4 < 2%o(9o + 1). 


Si prende 
Xo = Xodo 
e 
Do= Zoldo + 1) = xo + Xo- 
Risulta 
2x0 uZ Zig 
Il resto «— 2xy è inferiore a 2%. 
Si divide 4 — 2x, per 2%: 
27191 QU 2xo < 2%,(91+ 1). 
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Sia: 
xi Xot Zia 
e 
Da= Xx te 
Dimostrare che 
2x1 <U<2), 
e che 
(xo Il > {x il. 
Si divida «x — 2x, per 2%3: 
2rga <u— 2x, < 2%(92+ 1). 
Si assuma 
xa = Xx + Za2 
e 
Sa Xa + Ze: 
Dimostrare che 
Qxag u = 2)3 
e che 


(x, DA | =, E29 Dal 


Ragionando per ricorrenza, dimostrare che si ha cosi una suc- 
cessione di intervalli inscatolati (x,, y,{ di lunghezza tendente allo 
zero tale che: 

2x, LUZZI 

Applicando l’assioma B,, dimostrare che esiste in #° un elemento 

x tale che 
2x se 4. 
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Capitolo ventunesimo 


Costruzione dell’insieme R dei numeri relativi. 
Operazioni 


Procederemo nella costruzione dei numeri introducendo in 
questo capitolo î numeri negativi. 

I) procedimento di cui ci serviamo può applicarsi all’in- 
sieme N preso isolatamente ber ottenere l'anello ‘7. degli interi 
relativi; può anche venire applicato all'insieme Q* preso iso- 
latamente per ottenere il corpo Q dei numeri razionali relativi. 

Poiché abbiamo ottenuto come ultimo risultato Pinsieme 
R+, è appunto în questo insieme più ampio che risolveremo il 
problema della simmetrizzazione dell’addizione. 

Una volta dotato il nuovo insieme R delle sue operazioni, 
definiremo la struttura di corpo. 


1. Problema della simmetrizzazione dell’addizione 


Dopo aver studiato l’insieme N° dei numeri naturali e definite 
le operazioni fondamentali: addizione e moltiplicazione, abbiamo 
immerso N in un insieme più vasto Q+, insieme dei numeri razionali, 
dove queste operazioni sono definite in guisa che esse coincidano 
con l’addizione e la moltiplicazione in N quando si opera sui numeri 
naturali. 

La moltiplicazione in Q+ possiede una proprietà che non ha in 
N: essa conferisce a Q*+ la struttura di gruppo moltiplicativo. 

Abbiamo poi prolungato l’insieme Q+ in un insieme più vasto 
R+, insieme dei numeri reali. Abbiamo definito in R+ un’addizione 
ed una moltiplicazione in modo che queste due operazioni coinci- 
dano con l’addizione e la moltiplicazione in V* quando si operi sui 
numeri razionali. Queste due operazioni godono in R+ delle stesse 
proprietà di cui sono dotate in O*. La moltiplicazione definisce in 
R* una struttura di gruppo. 
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Consideriamo soltanto l’addizione. Tanto in Q+ che in N o in 
R*, questa operazione possiede le seguenti proprietà: 
1) È associativa. 
2) È commutativa. 
3) Ammette un elemento neutro, 0. 
Tuttavia ad ogni numero 4 € R+ non corrisponde alcun numero 
a' tale che: 


ata =0 


L’addizione dunque non introduce in R+ la struttura di gruppo, 
poiché R* non è ‘“ simmetrizzato ”’ per l’addizione. [Contrariamente 
a quanto avviene nell’insieme C,, delle classi modulo # (v.c. X, 7) 
ove l’addizione definisce in C,, una struttura di gruppo.] 

Il problema che ora si pone è il seguente: 


Problema. 


È possibile immergere R+ in un insieme più ampio R, e definire in R 
un’addizione che coincida con l’addizione in R* quando si opera su numeri 
di R*, e per la quale ogni elemento di R* abbia un simmetrico? 


Per risolvere questo problema, assoceremo anzitutto ad ogni 
numero 4 € R* un nuovo simbolo, indicato con d. Sia R° insieme 
di questi simboli. Definiremo poi un’addizione nell’insieme unione: 


R- RO R 
in modo che: 


2. Numeri relativi 


Cominciamo col dimostrare con un esempio che i nuovi simboli 
che abbiamo introdotto hanno un significato pratico. 

Prendiamo il caso di un'impresa commerciale: ogni giorno il 
contabile fa il conto delle entrate e delle uscite: siano r e di numeri 
di A+ che rappresentano le entrate e le uscite. 

Se r_- d, il bilancio è positivo : l'impresa registra un guadagno: a - 
= rr d. 

Se rd, il bilancio giornaliero è regafivo; l'impresa registra una 
perdita: b = d- r. 

Per distinguere la perdita dal guadagno, possiamo soprassegnare 


Costruzione dell'insieme R dei rumeri relativi 


il numero di R+ che rappresenta la perdita e scrivere è invece di 
perdita b. 

Il contabile può allora distinguere a colpo d’occhio un numero 
che rappresenta un guadagno (scritto nel solito modo) da quello che 
rappresenta una perdita (soprassegnato). 

Nel caso in cui l’entrata r e l’uscita 4 si equilibrino: "= 4, la 
differenza r — d è nulla. Non c’è né guadagno né perdita: il bilancio 
giornaliero è nullo; non è né positivo né negativo. 

Cosi ogni numero 4 € R+, diverso da zero, rappresenta un bi- 
lancio positivo. Ad ogni 4 e R+, diverso da zero, si fa corrispondere 
uno ed un solo simbolo 4 che rappresenta un bilancio negativo. 

Diamo dunque le seguenti definizioni: 


DeriniZzIONI. — / numeri di R+, diversi da zero, si chiamano numeri 
positivi. /1d ogni a e R* si fa corrispondere uno ed un solo simbolo, indicato - 
con à, che si chiama numero negativo. 


Un numero positivo, negativo o nullo si chiama numero relativo. 

L’insieme dei numeri negativi e dello zero si indica con R-. 

Gli insiemi R+ e R- sono in corrispondenza biunivoca perché, 
per definizione, il numero de R- è l’immagine di un solo 4 € R+ 
ed a zero corrisponde zero (si pone dunque 0 = 0). 

Si indica con A l’unione degli insiemi R+ e R-: 


Tse RE JR. 


Quando si vorrà indicare un numero qualsiasi di R, cioè di un 
numero relativo, senza distinguere se appartiene a R+ 0 a R- lo si de- 
noterà con una lettera greca: 


a € R. 


. 


3. Addizione dei numeri relativi 


Come già abbiamo detto, i numeri negativi sono stati introdotti 
per poter definire in & un’addizione tale che, per un 4 € R+ qualsiasi, 
si abbia: 


Vogliamo che questa addizione sia associativa e commutativa 
e che coincida con l’addizione già nota in R+ quando si opera su nu- 
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meri di R+. Cerchiamo dunque di definire in R un’addizione dotata 
di queste proprietà. Partiamo allora da: 


(1) abta=0 
e sommiamo membro a membro. Deve risultare 
(a+ a) + (b+ b)=0. 


x 


Se questa operazione è associativa e commutativa, si dovrà 
avere: 


(a b)4- (44 b)}= 0. 
Ma, in ottemperanza alla legge del gruppo, si avrà anche: 


Si dovrà dunque prendere 


Y dunque necessario definire in questo modo la somma di due 
numeri negativi. 
Del resto, aggiungendo @ ai due membri della (2), st trova: 


(tNXa- a, 
e, per associatività: 
(3) b4 (btba;- 
Distinguiamo due casi: 


Primo caso. —- a % b.-— Va differenza a -- È esiste e si ottiene: 


Secondo caso. -—— a <. b. -- la differenza & — @ esiste e si ottiene 


partendo dalla (3): 
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Per ottemperare alla legge del gruppo tuttavia, si dovrà anche 
avere: 


0-a)+b=a=0. 


In questo caso si dovrà dunque assumere: 


Diamo pertanto la seguente: 


Definizione dell’addizione in R. 


A due numeri relativi a e B associamo un numero relativo, indicato con 
ax + B, detto somma di a e B e definito come segue: 


x 


1) a e f positivi o nolli: a == a, B= b. Le sorzza a + b è 
quella che abbiamo definito in R*. 
2) « e f negativi: a= a, B= b. Definiamo la somme per: 


3) @ positivo e f negativo: a = a,8 = Bb. Definiamo la somma 


per: 


ww 


azb > a+6b5=b+a=a—-b, 
a<b > a+b=b+a=b- a. 


L’addizione è cosi definita per @ e f qualsiansi. 


Osservazione. Nell'esempio scelto nel paragrafo precedente, 
l’addizione del bilancio « di un certo giorno e di quello 8 del giorno 
successivo, associa il bilancio « + f risultante da questi due giorni. 

La successione di due guadagni 4 e è è il guadagno 4 —- è. 

La successione di due perdite a e è è la perdita 4 + È: 


a+b= a+ b. 


La successione di un guadagno 4 e di una perdita £ è: 
il guadagno a — d se a > b: 
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4. Proprietà dell’addizione dei numeri relativi 


CoMMUTATIVITÀ. — L’operazione è commutativa per la defini- 
zione stessa: per un a e f € R} qualsiansi, si ha: 
a+B=f+a. 
Elemento neutro. — Se esiste un numero relativo © tale che 


@+ w=- a, per un @ € RX qualsiasi, sappiamo che questo elemento 
è unico (stessa dimostrazione del c. XVI, 2). Si verifica immediata- 
mente, in base alla definizione di addizione, che, per un « € R qual- 
siasi, si ha: 


L'elemento neutro dell’addizione è dunque 0. 


Elementi opposti. — Già sappiamo che l’addizione 4 + £ di due 
numeri di A+ dà zero solo se 4 = 8 = 0. La somma di due numeri 
negativi non dà mai zero. La somma di un numero positivo e di un 
numero negativo dà zero in un solo caso [si ponga in 3) 4= }]: 


atd=0, 


ed 4 e 4 si dicono simmetrici 0 opposti. L’opposto di zero è zero. 
Prima di dimostrare l’associatività, diamo alcune definizioni ed 
una proprietà. 


DerinizionI. — Direzo che un numero negativo ed un numero positivo 
sono di segno contrario. Due numeri positivi, 0 due numeri negativi, hanno 
lo stesso segno. 

Cambiare il segno di a significa prendere l'opposto &. 

Cambiare il segno di è significa considerare l’opposto a. 

Dimostriamo ora la seguente proprietà: 


Cambiare i segni di una somma di numeri relativi equivale a 


cambiare il segno della somma. 
Si ha infatti, per la definizione d’addizione: 


(Definizione 2) 
(Definizione 3). 
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Associatività. 
Per una qualsivoglia scelta dei numeri relativi a, f, y, si ha: 


a+ (b+y)=(a+)+y. 


Sappiamo già che questa proprietà è vera nel caso in cui i tre nu- 
meri a, f, y sono positivi o nulli. 
Applichiamo allora (P,): ne risulta l’associatività quando @, f, y 
sono tutti e tre negativi. 
Restano da esaminare due casi: 
uno solo dei tre numeri è negativo; 
due dei tre numeri sono negativi. 
Se l’associatività è dimostrata nel primo caso, applicando (P,) 
sarà dimostrata anche nel secondo. 
Dimostriamo dunque la proprietà nel caso in cui un solo numero 
è negativo. Osserviamo a questo proposito che, per la commuta- 
tività: 
(a+ 9)+y=y+(f+ 0) 
a+ (B+7)= (+ 0)+ a. 


Perciò, se l’associatività è dimostrata nel ‘caso in cui il numero 
negativo occupa il terzo posto (}’), essa sarà dimostrata anche nel caso 
in cui il numero negativo occupa il primo posto (a). Si tratta perciò 
di dimostrare le due disuguaglianze: 


(4) (+5) +6-4+(0+ 2) 
(5) (a4- b) 4 c- a+ (54 0). 


Cominciamo col dimostrare la (4); da essa, come vedremo, si 
deduce la (5). 
1) Se&=c, si avrà: 


(a4 bD) + a+b- e 
at (b47)=a4(b- ce). 


Sappiamo (v.c. IV, eserc. 2) che in A+, si ha: 


b>c » abtb-c=a+(b—- c). (led: dr tro) 


La relazione (4) è cosi dimostrata per è > c. 
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Se £ < c, distinguiamo due casi: 
2) b<ec<a+ bb. Si ha: 
(a+b) += (a+b)—- e 
D'altra parte: 


bt é=c— b, 
onde: 


at (0+0)=a+c-b=a- (c- bd). 


Ora, noi sappiamo (v.c. IV, eserc. 2) che in R+: (veda da dre)” 


b<eza+b è a+b-c=a—(c— db). 
3) c> a+ bd. Si ha: 


a+(b+éi=a4+c— bh 
e siccome c — b > 4, 
at (0+69)= (e— b)— a. 


Ora, noi sappiamo che in R+: 


e>a+bo o e (a+ b)= (eb) la. (vedi dielvo 


La relazione (4) è cosi dimostrata in tutti i casi. 
Dimostriamo ora la (5). Per la commutatività si ha: 


(+) (b+a)te 


Dimostrata l’associatività nel caso in cui il numero negativo 
occupa il primo posto, si ha: 


(6) (a+ b)+c-b+ (a+ 0). 
Applicando ancora la commutatività si ha: 
a+(b+te)=a+(c+ Bd). 


Dimostrata l’associatività quando il numero negativo occupa 
l’ultimo posto, si ha dunque: 


(7) ai (d +) = (a + c) + b. 
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Confrontando la (6) e la (7) ed applicando ancora una volta la 
commutatività, si ottiene: 


a+(+)=(4+b5)+c 


La relazione (5) è cosî dimostrata. 

L’associatività è stabilita per una qualsiasi scelta di a, f, y. 

Il problema che ci eravamo posti all’inizio è cosi risolto: l’in- 
sieme R dei numeri relativi è un gruppo additivo commutativo (v.c. X, 8). 


5. Sottrazione 


Problema. 


Dati due numeri relativi a e B, trovare n numero relativo x fale che 
ab+x= Bf. 


Indichiamo con a’ l’opposto di «: 
ata =0. 
Aggiungiamo a' ai due membri dell’equazione proposta: 
(a+ x)+ta"=f+ a. 


Applichiamo l’associatività e la commutatività: 
Pp 


ossia: 
0+x= + a’, 
cioè: 
x= B+ a. 
Verifichiamo: 


a+ (+ a')=(a+a)+8=0+f=#. 
L'equazione ammette dunque una ed una sola soluzione: 
B+ a’. 
DerinIzIoNE. — Risolvere l'equazione a + x = { significa sottrarre 


x da 8. La soluzione, indicata con 8 — a, si chiama differenza di 3 e a. 
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RegoLA. — La differenza B — a si ottiene eseguendo la somma 8 + a' 
di B e dell’opposto di a. 


Notazione. — Risolvendo l’equazione a + x = 0, si ottiene 
x= a', e quindi: 
a'=0— a. 


Per questo motivo l’opposto di @ si indica con — a. 
In particolare, poiché un numero negativo è l’opposto di un 
numero di R+, lo si indica quasi sempre con — 7 invece di #7. 


Osservazione. — L'espressione 8 — @ può interpretarsi in due 
modi: sia come differenza di f e a, sia come somma di £ e dell’op- 
posto di af il segno + di operazione restando sottointeso: 


B-a=B4+(- a). 
In una somma di più termini si scrive: 


a-B+y-d_- e 
invece di: 


a+(-B+v+(-d)+(- 2). 


Valore assoluto di un numero relativo. 


Sia a € Ruun numero relativo. Si chiama valore assoluto di a, e Ìo 
si indica con ja|, un numero di R*+ definito come segue: 


la|« se a è positivo o nullo; 


la|:=-a se « è negativo. 


Occupiamoci di | @ -+ 2 | per una qualsiasi scelta di «, f € R. 
1) Sea e f sono ambedue positivi, si deduce immediatamente: 


la+B|= Jal + 3fL 
2) Se @ e $ sono ambedue negativi: 


u=— 4; fe. — — b (a, be R*), 
risulta: 

ad Pr -- (a + bd), 
e quindi ancora: 


le+B|= |a} + {81 
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3) Se @ e f sono di segno contrario, per esempio: 
a=-a, LB=—b (a, be Rt+), 
distinguiamo due casi: 
© a > b. — In questo caso: 
a+f=-a—b e |a+f|= a—- b. 
Dalla relazione, evidente in R+: 
a+b>a—b 
si ottiene ancora: 
la} + 18] > ja+ Al. 
® <<b. — In questo caso 
a+B=-—-(b— a) e |a+f}= b-a. 
La relazione, evidente in R* 
a+tbè=b-a 


dà ancora 
el + {#8/® le+#L 


Possiamo dunque enunciare il: 


TrorEMA. — Per a e B numeri relativi qualsiansi, si ha: 


lael+ |B|> fa+#] 


6. Moltiplicazione dei numeri relativi 


Abbiamo prolungato R* in un insieme più ampio A e definito 
un’addizione in R in modo che questa operazione coincida con l’ad- 
dizione in R+. Il problema che ora si pone è il seguente: è possibile 
definire in modo analogo una moltiplicazione in & in modo da far 
coincidere questa operazione con quella in R* e che sia dotata delle 
medesime proprietà? 
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Cerchiamo di definire in AR una moltiplicazione che sia commuta- 
tiva e distributiva per l’addizione. Ne seguirà, come vedremo, che 
essa è anche associativa. 

Partiamo ancora dalla 


(1) 4+4=0. 


Moltiplichiamo per il numero positivo è. Poiché 0 . 6 = 0, si 
avrà: 


(a+ d)b = 0. 
Se la moltiplicazione è distributiva per l’addizione in &, si avrà: 
ab+ db = 0. 


Ma, per rispettare la legge del gruppo additivo, si dovrà anche 
avere: 


ab+ ab= 0. 


Bisognerà quindi che: 


È dunque necessario definire in questo modo il prodotto di due 
numeri di segno contrario. 
In particolare, per 0 = 0, si avrà allora: 


a.0- 0-4: 0. 


Partiamo ancora dalla (1) e moltiplichiamo per il numero ne- 
gativo b. 
Poiché già sappiamo che 0 - è = 0, si dovrà avere: 


(a+ 4)b=0 
e poiché deve essere assicurata la distributività: 
ab+ ab = 0. 


Già abbiamo posto 
ab = ab. 
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Deve dunque essere: 
ab + ab = 0. 


Ma, in ottemperanza alla legge del gruppo additivo, dovrà 
aversi: 


ab + ab= 0. 


Dovremo dunque prendere: 
ab = ab 


È dunque necessario definire in questo modo il prodotto di due 
numeri negativi. Enunciamo dunque la seguente: 


Definizione della moltiplicazione in R. 


Associamo a due numeri relativi a e B un numero relativo, indicato con 

xB, detto prodotto di a e ® e definito come segue: 

1) « e fi sono positivi o nulli: a => a, B= b. Z/ prodotto ab è 
quello che abbiamo definito in R*. 

2) « e f sono di segno contrario: x = 3, f= b. Definiamo il 
prodotto mediante la 

db = ba = ab. 

3) a e f sono negativi: x = a, 4 b. Definiamo il prodotto 

mediante la 


db = ab. 


Il prodotto è cosi definito per @ e f qualsiansi. 


Osservazione. — In tutti i casi è valida la seguente legge dei valor: 
assoluti: 
laBi= |a| BL 
Inoltre, 


«B è positivo se @ e $ hanno lo stesso segno. 
aB è negativo se @ e $ hanno segni contrari. 
Se ne ricava la seguente proprietà: 


P ua : DE 0 adore 
Cambiando di segno x e 8 il prodotto 23 non cambia. Se sì cani 
bia il segno di un solo fattore, il prodotto 13 cambia di segno. 
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7. Proprietà della moltiplicazione dei numeri relativi 


DN 


CommurATIvITÀ. — La moltiplicazione è commutativa per la 
stessa definizione. 
Per a e {3 qualsiansi, si ha: 


af = fa. 
AssoCIATIVITÀ. — Per ogni scelta di a, B e y, si ba: 
(aB)y = a(By). 


Cominciamo col dimostrare che i due numeri hanno lo stesso 
segno: 
Se uno o tre numeri sono negativi, i due membri sono ne- 
gativi. 
Se i numeri negativi sono zero o due, i due membri sono 
positivi. 
Dimostriamo infine che i due membri hanno lo stesso valore as- 
soluto, ossia: 


[aB|-|yl= |a|-iBy]. 


Infatti, per la associatività in R+, i due membri sono uguali a 
la] -18}-1yl 


Elemento neutro. — Se esiste un numero relativo e tale che ga = «, 
per un a € R qualsiasi, sappiamo che questo numero è unico (stessa 
dimostrazione del capitolo XVI, 5). Ora, per un a € & qualsiasi, 
per la definizione di moltiplicazione, si ha: 


1.a-= a. 


L'elemento neutro della moltiplicazione in AR è dunque il nu- 
mero positivo 1. 


DISTRIBUTIVITÀ DELL’ADDIZIONE. -—  issati comunque ? numeri 
relativi a, B, Y, si ha: 


a(f + y)= aP+ ay. 
Distinguiamo due casi: 


Primo caso. — 8 e hanno lo stesso segno. 
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Allora: 
18B+y|= 1BI+y}, 


e, moltiplicando per |a |: 
la] 18+y]=|e{|8I+ Jelly] 
(per la distributività in A+), onde: 
(d(p+ 0 = 1a118+71= 1a81+ layl. =faB+gl 


I due membri della relazione che vogliamo dimostrare hanno 
dunque lo stesso valore assoluto. Per la definizione di addizione e di 
moltiplicazione in R, essi hanno anche lo stesso segno: 

se 3 e y hanno lo stesso segno di a, allora 2 + y ha lo stesso 
segno di a e: 


a(8+ 7), @P, ay e af + ay 


sono tutti positivi: 
se ? e y hanno segno contrario a quello di @, allora 8 + } 
ha il segno contrario di « e i quattro numeri precedenti sono tutti 
negativi. 
La distributività in questo caso è cosi dimostrata. 


Secondo caso. — © e { sono di segno contrarto. 


Poiché f e } sostengono lo stesso ruolo, si può supporre # po- 
sitivo e y° negativo: 


fo) nea ò, pid" f. 


Possiamo supporre anche « positivo, perché cambiando il segno 
di a, i prodotti a(8 + y), «8 e @y cambiano di segno (P,) come pure 
la somma af + ay (P,). 

Dobbiamo dunque dimostrare che: 


(8) alb + €) = ab + al. 
Sc b> c, si ha: 


onde: 
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D'altra parte, 
b>e > ab>e, 
quindi: 
ab + al = ab — ac. 


Ma noi sappiamo che la moltiplicazione è distributiva rispetto 
alla sottrazione in R+: 


b>e > alb—c)=ab— ac. 


La formula (8) è cosi dimostrata per 4 > c. 

Se b < c, basterà cambiare i segni di 5 e # per ricondurci al caso 
precedente. 

La distributività è cosi dimostrata per una scelta qualsiasi di 


a, B, y. 


8. Struttura di corpi 


Problema. 


Dato un numero reale relativo a e R, esiste un numero reale relativo 
3e R tale che 8 = 1? 


Se «=: 0 non esiste alcun f che soddisfi alla condizione posta 
perché 08 -= 0, qualunque sia f € KR. 
Supponiamo « # 0. Per la regola della moltiplicazione, affinché 
«B =1, bisogna che f abbia il segno di @ ed inoltre che |@!|B{-- 1. 
Se ne deduce che: 
1 


la|” 


[Rs 
e sappiamo che | # | esiste in R*. Reciprocamente, se # ha il segno 
die e ù 


lisa 
— lal” 


si ha appunto «f «= 1. Possiamo dunque dare la seguente soluzione 
al nostro problema: 


Sea #0, esiste uno ed un solo numero relativo tale che: 


af = 1. 
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Lo si chiama l’inverso di x e lo si denota con -—. 
a 


Ne risulta che l’insieme R dei numeri reali relativi diversi da 
zero è un gruppo moltiplicativo commutativo. 


Definizione della struttura di corpo. 


Consideriamo un insieme C in cui siano definite due operazioni dotate 
delle seguenti proprietà: 


I) La prima operazione, indicata con a * Db, definisce una struttura 
di gruppo commutativo #7 C. 


1) ax (bac) = (ax b)xc. 


2) Elemento neutro e: 


dxe-= e%xd==d, 


3) Ad ogni elemento 4 € C corrisponde un simmetrico a’ € C: 
axa' = e. 


4) axb= bx a. 

Il) La seconda operazione, indicata con a + b, definisce una strut- 
tura di gruppo (non necessariamente commutativo) ir Gi ( fed: £ eTr0} 

1) (a. b) ca (b-0. 


2) Elemento neutro e': 


di := 0 <A d. 


3) Ogni elemento 4 e C ha un simmetrico 4° € Ci: 


? 


a-ca'=a' <a e. 


111) La seconda operazione è distributiva a destra e a sinistra per la 
prima operazione : 
a-(b+c)= (a-b)+(a- 0), 
(bxc) -a- (b-a)*(c- 4). 


Si dice allora che C è dotato di una struttura di corpo. 


È evidente che l’addizione e la moltiplicazione in A sono dotate 
di queste proprietà. Perciò l’insieme A dei numeri reali relativi è un 


te 
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corpo. Inoltre la moltiplicazione in R è commutativa. Si dice allora 
che R è un corpo commutativo. (© c ampo) "i 


Osservazioni. 


1) Si chiama numero razionale relativo un numero relativo 

il cui valore assoluto appartiene a (Q+. 

Limitiamoci all’insieme Q dei numeri razionali relativi. 

Si vede immediatamente che l’addizione e la moltiplicazione in 
£2 hanno ancora le stesse proprietà. O è 4 corpo commutativo. 

2) Si chiama numero intero relativo un numero relativo il. 
cui valore assoluto è un numero naturale. L'insieme dei numeri'f£” 
lativi si indica con Z. L’addizione definita in R è operazione interna 
di £ e definisce su Z una struttura di gruppo commutativo. 

La moltiplicazione definita in R è operazione interna di Z, ma 
non definisce su Z una struttura di gruppo. Essa è dotata delle se- 
guenti proprietà: 


1) È associativa e commutativa. 
2) È distributiva rispetto all’addizione. 
3) Ammette un elemento neutro 1 € 7. 


Ma l’inverso di un intero (diverso da 1 e da — 1) non è un in- 
tero. 

Z non è quindi un corpo come 0 o R. 

Abbiamo definito al capitolo X, 9 la struttura di anello. 

Le proprietà dell’addizione e della sottrazione in Z dimostrano 
che # è un anello commutativo a elemento unità. 


lisercizi 
1. Definiamo nell’insieme & dei numeri reali relativi la seguente 
operazione indicata con a » 8, con @, f € R: 
axf==a- f. 


Quest’operazione è associativa? È commutativa? 
Dimostrare che essa ammette un elemento neutro a destra : 


VaeR arse=a. 


428 


Costruzione dell'insieme R dei numeri relativi 


Questo elemento neutro e è anche elemento neutro a sinistra? 
Dimostrare che ad ogni a € R corrisponde a’ e A tale che: 


axa'=a'+*a=e. 
L'operazione che abbiamo ora studiato definisce una struttura 
di gruppo su R? 


2. Nell’insieme delle coppie ordinate (4, 4) di due numeri 4 € R 
e be R, si definisca la relazione, indicata con —, nel modo seguente: 


(a, b) — (da', b') & ava =b+8. 
Quest’operazione è riflessiva? Simmetrica? Transitiva? 


3. Nell'insieme A dei numeri reali relativi definire l'operazione 
indicata con « « f_ mediante la 


ax = f. 


Studiarne l’associatività e la commutatività. i 
Dimostrare che ogni numero relativo è elemento neutro a si- 
nistra, ma che non esiste un elemento neutro a destra. 


4. Dimostrare che laddizione e la moltiplicazione definiscono 
nell’insieme 2, dei uuzeri b-nari relativi una struttura di anello com- 
mutativo a elemento unità. 


5. Nell’insieme A dei numeri reali relativi, si definisca come se- 
gue l'operazione indicata con + 


ax lo) = A + lo. + af. 


1) Dimostrare che l'operazione è associativa e commutativa. 
2) Dimostrare che l’operazione ammette un elemento neutro 


e che dovrà essere precisato. 
3) Dimostrare che ogni numero reale a e R, a # — I, am- 
mette un simmetrico, che verrà indicato con d, tale cioè che a * d = e. 


Calcolare @ in funzione di «. 
; = — @ 
Risposta: d= ---—. 


14+a 


L'operazione + definisce su / una struttura di gruppo? 
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4) Dimostrare: 
a). a+*f=@ax È, 
b) a 


dove & rappresenta il simmetrico di è. 
5) Risolvere le seguenti equazioni: 


3xx=2, 


axx= f, 
essendo a, f assegnati in AR. 


6) L'operazione « è distributiva rispetto all’addizione ed alla 
moltiplicazione in R? 


6*. Considerare l’insieme G, delle seguenti 4 funzioni di A in A. 
1 1 
fed=x fd= n; f=-% Se . 


Definire in G, l’operazione indicata con go f (v.c. I, 9): 
(g°S)(x) = £Lf ()], 


dove g o f è la funzione composta di f e g. 


Si Sa fa fa 


Stabilire la tavola dell’operazione o in G, 
riempendo le caselle vuote. 

Per esempio, fa 0f3 = fy risultato che si scri- 
verà all’incrocio della colonna f e la riga f.- 


(Posto y= f(x) e x = (f20fa)() = fa(0), 
a: 


si 


1 1 
JT € R= 0 > XTC = 
J (- x) 


Da questa tavola si deduca che l’operazione o definisce su G, 
una struttura di gruppo commutativo. 


ie — = S%)). 


430 


Costruzione dell’insieme R dei numeri relativi 


7. Sia C, l’insieme delle classi modulo # e N* (v.c. X, 6). Ab- 
biamo definito in C, due operazioni dette rispettivamente addizione 
e moltiplicazione: 


i+b=a+b e d-b=wb, 


con 4, be N e a, be C,. 
Le due operazioni definiscono in C, una struttura di anello 
commutativo a elemento unità. 
1) Basandoci sull’esercizio 8 del capitolo XIV, dimostrare 
che, affinché C, — {0} sia un corpo, è necessario e sufficiente che n 
sia primo. 
2) Sia n primo e siano a, bd e N. Dimostrare che da 


a-b=0 (mod n) 
discende: 


a=0 (mod n) o b=0 (mod rn. 
Se ne deduca che, in C,, con # primo si ha: 
4.-b=0 =» d4=0 o b=0. 
3) Se n non è primo, sia 4 un divisore di #(1 < d < #). Si ha: 
n= d- d'. 
Dimostrare che 4. d'-- 0 in C,, con: 
dp0 e d'#40. 


de d' si chiamano divisori dello gero. 


Qual è la condizione necessaria e sufficiente affinché 4 e C, 
sia un divisore di zero? 
La seguente proposizione: 


ab= dî > b=òd 
è vera in C,, (essendo # sempre non primo)? 
8. 1) Consideriamo un anello AA con le due operazioni + e - 


L’operazione indicata con + definisce su A una struttura di gruppo 
commutativo il cui elemento unità sarà indicato con e. 
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a*xe=tex*a= €. 


Dimostrare che per la seconda operazione si ha anche: 


Indicazione. — Si parta dalla distributività a sinistra: 
a-(b*c)=(a-b)* (4-0), 


e si ponga <= e. Si riparta poi dalla distributività a destra. 

2) In un corpo X con le due operazioni indicate come dianzi, 
sia e l'elemento unità dell’operazione «, ed e’ l’elemento unità dell’al- 
tra operazione -, dimostrare che: 


(a, be K) a-b=e > a=e 0 b=e. 


Indicazione. — Se a # e, si faccia intervenire l’inverso 4’ di 4 per 
la seconda operazione 
a'<-a=e 
e si applichi la 1). 
In un corpo X non esistono divisori dello zero = e. 


Si generalizza cosi il risultato dell’esercizio 1, 3). 
3) Dedurne che, in un corpo X: 


a-b=a-c 2% b= cc. 


9. Corpo di Galois. 


Si chiama corpo di Galois un corpo finito, un corpo cioè avente 
un numero finito di elementi: 
1) Dimostrare che l’insieme C,— {0} delle classi modulo 
n con 7 primo è un corpo di Galois (v.c. XIV, eserc. 8). 
2) Consideriamo un insieme di 4 elementi: 


Ela kad 


dotato delle leggi dell’addizione e della moltiplicazione, espresse 
dalle tavole seguenti: 
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Tavola dell’addizione 


Tavola della moltiplicazione 


Dimostrare che £ — {4} è un corpo di Galois. 


10*. Introduzione dei numeri relativi mediante le classi di equivalenza. 


1) Nell’insieme £ delle coppie ordinate (4, 5) di due numeri 
a e b di R+, definiamo la seguente relazione: 


(a, b) > (c, d) <> atd=b+c 


Dimostrare che si tratta di una relazione d’equivalenza. 

Indicheremo con [4, 4] la classe di equivalenza di (4, #), cioè 
l’insieme delle coppie equivalenti ad (2, d). 

Semplificare una coppia (4; 6) significa trovare una coppia equi- 
valente i cui termini sono rispettivamente più piccoli di quelli della 
coppia data. Dimostrare che la coppia più semplice equivalente ad 
(a, b) è: 

(0, 0) se a= b 
(a— b, 0) se a>d. 
(0, 5— a) sea<òb. 


2) Addizione delle classi di equivalenza. 


Nell'insieme # delle classi d’equivalenza [2; 6] definiamo la 
seguente addizione: 


(a; 6} + [c; d]={[4+ <; b+ d}. 


Dimostrare che questa definizione non dipende dal rappresen- 
tante scelto per le classi. Dedurne le seguenti regole (p, 9 € R*): 


[p; 0] + {g; 0] =[2+ 4; 0] 
[0; 1 + [0; 4]=[0; p+ 9] 


433 


ÌI numeri relativi 


[0; 0] se f= 4 
[ p3 0]+10; a]=([-g; 0] sep>g, 
(0; 9—p]} sep<g. 
Dimostrare che questa addizione è associativa e commutativa e 
che essa ammette un elemento neutro {0; 0]. 
Dedurne che # è isomorfo a R per l’addizione: 
L’insieme dei [p; 0] è isomorfo a R*. 
L’insieme degli [0; p] è isomorfo a R-. 
3) Moltiplicazione delle classi di equivalenza. 
Nell’insieme #, definire la seguente moltiplicazione: 


[a; 5] [c; d]= [ac+ bd; ad+ be). 


Dimostrare che questa definizione non dipende dai rappresentanti 
scelti per le classi. Dedurne le seguenti regole (), 9 € R+): 
[p; 0] a; 0)=[p9; 0), 
[0; 21 (0; 91=[p9; 0), 
[p; 0][0; 9]= (0; pl{g; 0] = (0; pal. 


Dimostrare che la moltiplicazione è associativa e commutativa. 
Dedurne che # è isomorfo a R per la moltiplicazione, sempre con: 


l’insieme dei [p; 0} isomorfo a R+; 
l’insieme degli [0; p] isomorfo a R-. 


Dimostrare che la moltiplicazione è distributiva per l’addizione 
e dedurne che # è un corpo isomorfo a AR. 
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Relazione d’ordine in R.. 
Potenza intera di un numero reale 


L’insieme R dei numeri reali fpoptotsyrisulta così dotato delle 
sue strutture operatorie. In questo capitolo studiamo una rela- 
gione d’ordine totale in questo insieme e prepariamo tl terreno 
per il capitolo successivo studiando le potenze intere di un nu- 
mero reale, le cui proprietà sono analoghe a quelle delle potenze 
di un numero naturale. 


1. Dobbiamo ora prolungare in A la relazione d’ordine totale già 
nota in R+. Sappiamo che se 4 e è appartengono a R+, si ha: 


a>b => “a-—-b positivo, 
a<b > a—b negativo. 


Diamo ora la seguente definizione di ordine stretto in & : 


Definizione di ordine stretto. 


Se, essendo a e 8 due numeri relativi di R, a —- {} è positivo, si dice che 
<< x è strettamente superiore a B”°, e si scrive 


a > B. 
Si dice anche che © 3 è strettamente inferiore ad a”, e si scrive: 


B<a. 
Osservazioni. 


1) Se a {= me R*, cambiando i segni si ottiene: 
—m=f—a, 
onde 
e-—f positivo > —-@a negativo. 
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La definizione di ordine può dunque enunciarsi come segue: 


a—B negativo + a<f. 


Quindi 


LI 


[e>o <> «@ positivo | 


Ogni numero positivo è strettamente superiore a zero. 
Se a è negativo e #= 0, la differenza a—0=a è negativa. 


Quindi: 
| a<0i <> a negativo | 


Ogni numero negativo è strettamente inferiore a zero. 
La definizione può allora venire tradotta in simboli mediante 
l’una o l’altra delle seguenti equivalenze logiche: 


a—-B>0 è a>f, 
B-a<0 &+& fB<a. 


Definizione di ordine largo. 
Se, x e f essendo due numeri di R, a — B è positivo 0 nullo, si dice che 


‘a è almeno uguale a B” e si scrive a > B. Si dice anche che © B è al più 
uguale ad a” e si scrive B< a. 


« 


In base a quanto visto dianzi questa definizione può essere tra- 
dotta in simboli nel seguente modo: 
a B > 0 E ap> B, 
fB-_a<0 + f<a. 
Dimostriamo che si tratta proprio di una relazione d'ordine totale 
in A (v.c. I, 8), cioè che le seguenti proposizioni sono vere: 


1) (a>f e f>a) &+& a=Pf. 
2) (a>8 e B>y) > a>py. 
3) Per a, BeR qualsiansi, si ha: 


«> oppure f>a. 
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Relazione d'ordine in R 


Dimostragioni. 
1) Per definizione: 


a>f adi a—-B>0, 
B>a è+& B_-a>0. 


Ora, a - Be B— a sono, o simultaneamente nulli od opposti. 
Perciò 


a-B>0 e -a>0 ++ a=Bf. 


La 1) è cosi dimostrata. 
2) Sempre per definizione: 


a>B + a-B>O0, 
B>y è B_p>0. 


Consideriamo la somma (a — 8) + (£ — y) di due numeri po- 
sitivi o nulli. Sappiamo che, per la regola dell’addizione, anch'essa è 
positiva o nulla. Si avrà: 


(a- B)+ (B_ p)=a—-y>0, 
che significa: 
a y. 


La transitività è dunque dimostrata. 
3) Consideriamo due numeri qualsiansi a e $ in A. 
Se a = 8 la proposizione è evidente. 
Se a # f la differenza @ — fl può essere tanto positiva quanto 
negativa. 
Nel primo caso si ha a > /, nel secondo « < f. La relazione è 
dunque una relazione d’ordine totale in A. 


Proprietà. 


Per un y e R_ qualsiasi: 


o<f > a+ty<B+pv. 


Si ha infatti: 
(a+ 7) (+ p)=a_-f 
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ed i due membri di questa uguaglianza sono al tempo stesso negativi 
o nulli. 


@<B e y<8) > a+y<8+3. i 


Applicando per due volte di seguito (P.): 


a<B > aty<8f+,, 
red > B+ty<P+9I, 


si ha, per transitività: 
a+y<B+d. 


(y>0 c_ 98) > ay< By. 


Infatti, per ipotesi, y c f — a sono positivi o nulli. 
Il prodotto y(f — a) è perciò positivo o nullo. 
Si ha dunque: 


yB— ya > 0 > ay< Py. 


P 
W<0 e ecm = > i 


Infatti, per ipotesi y e @ — f sono negativi o nulli. 
Il prodotto y(a — 8) è perciò positivo o nullo. Si ha dunque: 


ya—- yB>0 > ya>yf. 


Osservazione. — Non è dunque possibile dedurre per la moltipli- 
cazione una proprietà analoga alla (P.). Now si possono moltiplicare 
membro a membro disuguaglianze in R. 


Evidentemente, dati quattro numeri positivi a, 8, y, d si può 
scrivere: 
a<f e y<ò => ay< Bd. 


Di fatto, si applica due volte la (P.). 


2. Potenza naturale di un numero reale 


Sia «a € R un numero reale con a 40. 
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Come nel capitolo VI, 7, definiamo nel modo seguente per ri- 
correnza una funzione di N in A, che indicheremo con a"(r e N): 
1) = 
2) Supponiamo a" definito, e definiamo @"+! mediante la 


anta" - a. 


La funzione è dunque definita in N ed assume i suoi valori in R. 
Per n= 0, si ha: 


e, in generale, per n > 1: 


arti= a- a... a. 
n+1 fattori 
Casi particolari. 
i)a=1 si ha Pat per n € N qualsiasi 
2)a=-—-1 siha (-1)9=1 se n è pari, 
e (- 1)v = —1 se nè dispari 


applicando la regola della moltiplicazione. 
In generale, per un numero naturale # qualsiasi, si ha: 


a>0 > an>0 
a<0 © (an > 0 e uu 250), 
Proprietà. 
Pi | 
aa? = ant. aeR, n peN 
(an)P == an? aeR, n peN 


af" = (af)" a, PeR, nen. 
Le dimostrazioni sono le stesse di quelle del capitolo VI, 7. 


Proprietà particolari per a > 0. 


Per ogni scelta dei numeri reali positivi a e B del numero naturale 
non nullo n: 
us + <p 
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Cominciamo col dimostrare: 
a<f > ar< Bf. 


La proposizione è evidente per n= 1. 
Supponiamola vera per # e dimostriamola per n+ 1. 
Per l’ipotesi di ricorrenza, si ha al tempo stesso: 


a <BR, 
a” < fp. 
Poiché si tratta di numeri positivi, si può moltiplicare membro a 
membro, e si ottiene: 
anti < prot. 


La proposizione diretta è cosi dimostrata per un # € NN qualsiasi. 
Dimostriamo infine che 


an<f®" > a< f. 


Infatti, se fosse a > /, in base alla dimostrazione precedente, 
si dedurrebbe a” > f", e questo è in contraddizione con l’ipotesi. 
È quindi @ < f. 


Proprietà per un numero reale a strettamente superiore a 1. 


(a>1 e >) > ee>er 


Infatti da » > p discende l’esistenza di un numero naturale 
de N* tale che: 
n= pt d. 


Per la (P,). 
a>1l1 > al>1i4 


Abbiamo dunque: 
Ago di 


Moltiplicando i due termini di questa disuguaglianza per il nu- 
mero positivo a?, si ottiene: 


alt? > aP, 


Relazione d'ordine in R 


ossia: 
a” > aP. 


Proprietà per un numero reale positivo a strettamente inferiore a 1. 


(0<a<1 e sa>p) > al<ar. 


La dimostrazione è analoga alla precedente. 
Ma in questo caso, per la (Px), si avrà: 


O0<ca<1 e de N* > al<14 


Da ad < 1, si deduce come prima a” < a?. 


Esercizi 


1. Divisione euclidea nell'anello Z degli interi relativi. 


Sia a € Z e b e IV*. Dimostrare che esiste uno ed un solo intero 
relativo g tale che: 


bg<za< b(g+ 1). 


Dimostrare che queste disuguaglianze sono logicamente equi- 
valenti alle 


a=bg+r e 0<r<b. 


Applicazioni : 
a=-— 128 b= 14 
a=— 237 b= 35. 


2. Sottogruppi additivi di Z. 


Si chiama cosi una parte G di Z tale che la somma di due numeri 
di G appartenga a G, e l’addizione in G vi determini una struttura 
di gruppo additivo. 
1) Dimostrare che se 4 € G, anche 4b € G per un de £ qual- 
siasi. 
2) L'insieme dei numeri interi strettamente positivi di G am- 
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mette un elemento più piccolo d. Dimostrare che, per un 4 € G qual. 
siasi, il resto della divisione euclidea di 4 per d è nullo. 
3) Dimostrare che G è l’insieme dei multipli relativi di d 


aeG > da4= dg, con qeZ. 


Quali sono i sottogruppi additivi di Z? 
4) Dati due numeri interi relativi 4 e è, 4E Ze be Z, si con- 
sideri l’insieme 7 dei numeri interi relativi: 


ax+by xeZ e gyeZ. 


Dimostrare che 77 è un sottogruppo additivo di Z. 
Dimostrare che il più piccolo numero positivo di #7 è il M.C.D. 
dei due numeri naturali |42| e |b]. 
5) Se ne deduca che, se |4| e |5| sono primi tra di loro, 
esiste una coppia x, y di numeri interi relativi tale che: 


ax= by = 1. 


3. Congrunze in Z. 


1) Se 4 e è sono due numeri interi relativi, diremo che 4 divide 
b e scriveremo 4|b quando esiste un numero relativo g tale che 
b = ag. Dimostrare che la relazione è transitiva: 


(a|b e bic) > dale 
la seguente proposizione: 
(a}b e bla) > a= 


è vera? Come bisognerebbe modificare la definizione della relazione 
a|bin Z perché questa proposizione fosse vera? 
2) Dato un numero naturale #, definiamo in Z la relazione: 


a=b (mod n) 
mediante la 
a=b (mod n) «è nja—b. 


Dimostrare che 
a: b (mod n) 


è logicamente equivalente a: ‘I resti delle divisioni euclidee in Z 
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di 4 e b per n sono uguali”. Dimostrare che questa relazione d’e- 
quivalenza realizza in Z una divisione in classi residue modulo n. 


Costruire queste classi per sa = 6. 
3) Dimostrare che l’insieme delle classi modulo # in 7 coincide 
con l’insieme delle classi modulo # in N. 


4. Dimostrare che, per a € A, e n”, pe N, da 


a" > a? ce a >1 discende #>p 
ar >ar e 0<a<1 discende n<p. 


5. Dato un numero naturale n e N*: 
1) Basandosi sulla (P;) dimostrare che la funzione y= x" è 


crescente per x € R*. 
2) Dedurne uno studio del senso di variazione di funzione, 


per x reale negativo. 
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DI (RE 
Per x, y, € Z qualsiansi, si ba 
Funzione esponenziale e funzione logaritmica STE . Ù 


atat= att, 


La relazione è vera per x e y positivi o nulli. 


Capitolo ventitreesimo Proprietà. 
1 
| Dimostriamola per gli altri casi. 
Ì 
| 


Lo studio delle potenze negative di un numero reale porta Primo caso: x e y negativi. — Postox= — 1,y= — pin, pe N, 
a definire dei sottogruppi moltiplicativi di R. Quando questo avremo: 
numero reale x è positivo e diverso da 1, esiste biunivocità tra A 1 1 1 
tal = Direi 


il gruppo additivo 7. ed îl gruppo moltiplicativo corrispondente a ar anto 
Ga Questo permette di estendere la scala logaritmica già esposta 
nel capitolo VI: ci si imbatte allora in un problema identico | 
a quello della misura. Per arricchire la funzione logaritmica, 
bisogna colmare i vuoti di questa scala. L'esistenza della radice 

quadrata di un numero reale positivo (corrispondente all’assioma | La relazione in questo caso è dunque vera. 
della bisezione) permette di definire a" quando x e Q, e di 


estendere l’isomorfismo Z = G,a Q,& H,, dove H, è 4 


1 
x + ss (1 + f) (Si pet = @& (+2) — gt, 


Secondo caso: Uno solo dei due numeri x e y è negativo. — Posto: 


NEMICEDE 

| nuovo sottogruppo moltiplicativo di R+. x=#, yY=—DP z,peN 
I LPestensione di * a tutti i numeri reali x si fa allora per si ha: 
| approssimazione e la scala logaritmica è così completata. Gli 1 ga 
] tonali che non aj iano suc- atalz al. — = —, 

esponenti razionae che non «gna a Qi si studiano su Pe aP 

cessivamente poiché sostengono fo stesso ruolo degli esponenti non 

razionali. i a) Se n > p, semplifichiamo per a?. Si ottiene: 


a al = a. 


1. Potenza intera relativa di un numero reale er: 
Ma x+y=%#— p, e quindi: 


Nel capitolo precedente, abbiamo definito «" con a e R(a £ 0) gt e gi 
ene N. 
Definiamo ora @-" per — », intero negativo. b) Se n< p, semplifichiamo per a”. Si ottiene: 
DEFINIZIONE. — Per a e R(a #0) e ne N, poniamo: ira du 
ap-n 
1 da 
ana Per definizione, 


a” 1 

' ——+— = qi-P = q*tr, 
DÒ È x A ; } 3% ap 
La funzione a” è definita per x € Z ed assume i suoi valori in R. 


AM 445 


i 
I 
i 
i 


I numeri relativi 


La relazione è dimostrata. 


[Pi] Per xe Ze a, BER qualsiansi, si ha: 
a"B = (af) 


La relazione è vera per x intero positivo o nullo. 
Dimostriamola per x negativo. Posto x = — #} 1 € N, abbiamo: 


ar. Ba= L LAT B)E 
Tan Be (egg (9) = (0) 


| Pi Per x, ye Z. qualsiansi, si ha: 


(at)v = av. 


La relazione è vera per x e y interi positivi o nulli. Dimostria- 
mola negli altri casi. 


Primo caso: x <0 e y< 0. — Posto: 
x=— /, = — f, n, pe N, 
si ha: 
1 
at __ at” = += 
onde: al 
1 \-w 
GY =() = enennan 
a” 
(perché xy = ap). 
Secondo caso: x < 0 e y > 0. — Posto: 
x=—# =, n, pe N, 
si ha: 
1 
art= a = 7? 
onde: di 
(az) = ( Ì ) = La = at"? = q3v 
a an 
(poiché xy = — np). 
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Terzo caso: x >0 e y<0. — Posto: 


x= I=—D n, pe N, 
si ha: 
at= a” 
e 
1 1 
(a) = (a)? = @P da an? = ay 


(poiché xy = — np). 
La proprietà (Py) è cosi dimostrata per ogni scelta di x, y e Z. 


Sottogruppi moltiplicativi di R. 


Indichiamo con G, la parte di R, immagine di Z mediante la 
funzione a: 
xeZ > aeG, 


In G.; la moltiplicazione dei numeri reali è una operazione interna: 
az, ave Gg > at at=ate GG, 


Essa è inoltre dotata delle seguenti tre proprietà: 
1) È associativa: 


(atar)a® = at(ala?). 
Il valore dei due membri è: 
artt: 
2) Ammette un elemento neutro: 
1=a° € G,. 
3) Ogni elemento a? e G, ha un inverso: 
a? € G, 
G, è quindi un gruppo moltiplicativo. 
Poiché la moltiplicazione è commutativa e G, è contenuto in 


R, G, è un sottogruppo moltiplicativo e commutativo di R. Studieremo ora 
qualche proprietà dell’ordine di G, per @ positivo. 
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Proprietà dell'ordine in Ga > 0). 


| di | Per una qualsiasi scelta di x, y € Z, si ha: 


(a >il e x>7) > ea>a.. 


La proprietà è già stata dimostrata per x e y interi positivio nulli 
(v.c. XXII, P,). Dimostriamola negli altri casi: 


Primo caso: y<0<x. — Posto: 


x=%# € )J=_- db, n, pe N, 


si ha: 
at:=a". 


In base al capitolo precedente: 
dI tI, 


D’altra parte, si ha: 


e, per il capitolo precedente: 


a>l > aPr>i. 


Moltiplichiamo i due membri della disuguaglianza ottenuta per 


1 
---- che è positivo: 
aP 


1 
ar>1 > 1>—-. 
aP 


Si ha dunque a” > 1 > a» e la proprietà è dimostrata. 
Secondo caso: y < x < 0. — Posto: 


x=— 1, I=- PD; n, pe N 


si ha: 
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In virtà del capitolo precedente: 
(a>1 e n<p) > as <a. 


Dividiamo i due membri della disuguaglianza ottenuta per il 
numero positivo a" - a?; 


a" < aP > _ < 


cioè: 
al <a. 


Dalla proprietà (P,), risulta che la funzione a” che applica Z su 
G, è crescente per a > 1. 


| P, bis 


0<a<1 e x>y > d'<adl. 
La dimostrazione è analoga a quella di (P,). 


Se ne deduce che la funzione a”, che applica Z su G,, è decrescente 
per a <1. 


2. Logaritmo di base reale positiva 


Stabiliremo ora che la funzione a? applica biunivocamente Z su Gu. 
Dimostriamo la seguente proprietà: 


E 


Distinguiamo due casi: 


Qualunque sia il numero reale positivo a diverso da 1, risulta 


a*= av > x= ). 


Primo caso: a > 1. 


Se supponiamo x > y, per la (P,) se ne deduce: a” > a. 

Se supponiamo x <y, per la (P,) se ne deduce che a* < a”. 

Da queste due ipotesi si arriva ad una contraddizione dell’ipo- 
tesi. Quindi è x = y. 


Secondo caso: 0 < @ < 1.— Il ragionamento è analogo e si basa 
sulla (P, bis). 
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Possiamo dunque enunciare il seguente 


TEOREMA 1. — La funzione a* applica biunivocamente Z su G, per 
a>0eag1. 


DEFINIZIONE. — La funzione reciproca di y = a* si chiama loga- 
ritmo di base a e sì indica con x = log, y. 


Essa è definita per x € G,, e applica G, su Z. 
Ecco il grafico di questa corrispondenza: 


Z={...,-a,...,-2,-1,0, 1, Zicca Mons} i, 3 
tl W NHH # n{{S 
Gaeta 0000 az, 1, a, 0 ca > i 


Per definizione abbiamo: 


(EG, e loggyg=x) - («eZ e y=a?) 
Abbiamo cosi esteso la definizione di logaritmo, già nota per i 
numeri naturali (v.c. VI, 9), a dei nuovi numeri: i numeri interi rela- 
tivi ed i numeri reali positivi. 
La proprietà fondamentale del logaritmo: 


I,9"€ Ga > logay + log4y"= log. yy” 
si dimostra come per gli interi naturali (v.c. VI, 9). 

La corrispondenza biunivoca tra Z e G, trasforma quindi l’ad- 
dizione in £ nella moltiplicazione in G,. Essa trasforma la struttura 
di gruppo additivo di £ nella struttura di gruppo moltiplicativo di 
Gy Si dice che Z e G, sono due gruppi isomorfi. 

Il problema che ora si pone è di vedere se sia possibile esten- 
dere questo isomorfismo sia al gruppo additivo A di tutti i numeri 
reali, sia al gruppo moltiplicativo R+ dei numeri reali positivi. (Vs# 

Abbiamo stabilito l’esistenza in R+ della radice quadrata Va 
di tutti i numeri @ di R+ (v.c. XXX, 3 ed esercizio 6). 

L'esistenza di questa radice quadrata ci permette prima di tutto 
di estendere l’isomorfismo definendo @? per qualsiasi numero bi- 
nario, cioè per: 

La 
Qn 


beffa 


con fe ene N. Indichiamo con 0, l'insieme di questi numeri. 
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3. Studio di a* per xe Qi 
Ad ogni numero reale positivo @ corrisponde uno ed un solo 
numero reale positivo f tale che: 
i B=Va «+ a= B. 


Si scrive: 


fi 


B= a. 


Applichiamo anche a f questa proprietà: esiste in R+ uno ed 
un solo numero #; tale che 8= #3, onde: 


B3= B= a. 
Si scrive: 
B,= at, 
B3 si chiama radice quadrata di ordine 2 di @ (od anche radice quar- 
° ogni per ricorrenza. Se supponiamo che esista un ?, € R+ 


tale che: 
Re= a; 


si può allora dedurre che, estratta la radice quadrata di £,, esiste un 
Bn+r tale che: ; 
Bis da Bn 


e, elevando alla potenza 2”: 
u+l za 
nai = Pn = @. 


Si scrive 


e B, si chiama radice quadrata di ordine y di a (0 anche radice d’or- 


. dine 2" di a). 
Studiamo allora il numero: 
v= Bh 
cioè: 
1\P 
y= (a) (pe Z). 
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Si ha 
vi = (BR) = (87)? (Proprietà P,), 
e quindi: 
yi = ar, 
onde: 


DA 
y= (ar). 
In definitiva, si ha dunque, 
n 2)? 
yv= (an) = (3) 
Si scrive 


2 
y= a?" 


ed a* è definito per un qualsiasi x € Qu. 

Dimostriamo che questa definizione non dipende dal rappresen- 
tante scelto per x. 

Siano: 


due rappresentanti dello stesso numero x € Q., tali cioè che: 


(1) 2m. p= 2g. 


Dimostriamo che: 


sono uguali. 


Per definizione abbiamo: 


(2) adi = aP, 
(3) 6” — al. 

Eleviamo i due membri della (2) alla potenza 2" ed i due membri 
della (3) alla potenza 2”. Applicando la (P;), si ottiene: 


grntn e +9 
= aP 3 


de 


ig ne ar? 


452 


Fumzione esponenziale e funzione logaritmica 


e, tenendo conto della (1), si ha: 
ge” = de”, 


onde y = é, poiché la radice quadrata di ordine w + # è unica. Le 
proprietà fondamentali (P,) e (P.) sono ancora valide per i numeri di 


1) Qualunque siano x, y € Q, si ha: 
afar = att, 


Si assumono per x e y rappresentanti aventi lo stesso denomi- 
natore 2°: 


NINE: DIO: A 
ne 2n 7 ° deli Qn° 
onde 
_D+9 
x+9 = 2a 
Posto 
1 
B= a”, 
si ha 


ar= BP e av= fs. 
Si applica la (P,): 
ata = pBr+t9, 


poiché p, g € Z, onde: 


atav = attv, 


Se indichiamo con 77, l’immagine di Q, per la funzione a, si 
può da questo dedurre che 77, è un gruppo moltiplicativo commustativo. 
2) Per x e y appartenenti a Q,, si ha: 


(a>1 e x>Jy) > af>ar, 


O0<a<i e x>Jy) > a*<a.. 


Assumiamo per x e _y due rappresentanti aventi lo stesso deno- 
minatore 2", come abbiamo fatto dianzi, 


culi ato 
ali” e gy= : 
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Facendo ancora intervenire: 


1 
B= af, 
abbiamo: 
x>JY > P>q 1 


, ‘ a 
Se a > 1, si applica la (P.): (jid a Gu ua ela DES 1) 


p>q > B?>B, 
onde: 
a > a’. 


Se 0 < a < 1, si applica la (P, dis). 

Da quanto abbiamo detto si deduce che la funzione a” è crescente 
per @ > 1 e decrescente per 0<@a <1 quando x percorre Q.. 

Ne consegue che a* applica biunivocamente il gruppo additivo 
2: sul gruppo moltiplicativo H,. 

Per illustrare questa corrispondenza, consideriamo nell’inter- 
vallo (0, 1) di Q, soltanto i numeri aventi un denominatore al più 
uguale a 23. 

Si osservi che ogni intervallo di Q@g non è vuoto. Abbiamo quindi 
esteso la definizione di a” tappando i buchi di Z. 


I 1131537 = 
lordi = Sa coca 2 
La 48334 0% È) e 
i LC LU 

db feanlatlegco tuonato sil mia | x 


Si hanno anche qui due gruppi isomorfi. 


4. Definizione e proprietà di a per xe R 


Nelle pagine seguenti, supporremo «> 1. (Il caso in cui 
0<a<1 è analogo.) Consideriamo un numero qualsiasi x € A, e 
supponiamolo rappresentato nel sistema binario. (Per fissare le idee 
supporremo x > 0): 


e 


re Tg 


a 


e è la parte intera di x e le cifre r, sono 0 0 1. 
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Questa figurazione infinita è un modo conciso di scrivere una . . . 


successione infinita di numeri di O: 


nh... 
da el ani” 


< 


di valori approssimati per difetto di x. Se ne deducono i valori ap- 
prossimati di x per eccesso ed il numero x appartiene a tutti gli 
intervalli inscatolati di Q;: 


In +1 
an 2 L 
A ciascun numero della successione, sappiamo associare un nu- 
mero di 7, e l’ordine resta invariato: 


Csi In 


at < a < sia at «0 


Si definisce cosi una successione di intervalli inscatolati di 77, 


corrispondenti: 
In Intl 
n n 
(< ,a? (- 
Dimostriamo che la lunghezza di questi intervalli tende a zero. 


Abbiamo: 
o o 1 
a” — al a \a® — 1). 


Osserviamo che: 


In 


Qn 


<e+1 
per ogni n e NN. La lunghezza dell’intervallo è dunque inferiore 2: 
2 
cotta? — 11. 
Poiché e‘! è un numero fisso, basterà dimostrare che: 


gt 


tende a zero. 
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Dato un numero £ > 0 piccolo quanto si vuole, dimostriamo 
che è possibile associargli un numero naturale P tale che: 


1 
#>D > al-1<% 


Si vuole soddisfare alla ‘ 


1 


a —1<eE, 
cioè: 
a<(1+ e)" 


Sappiamo (v.c. XIX, eserc. 4) che, per un qualsiasi numero na- 
turale 7: 


1+tme<(1+o)m 
Posto # = 2*, dovremo dunque soddisfare alla 
a<1+ 25, 
cioè alla 
e ST 


Si applica allora il teorema 2 del capitolo XIX. 


Gli intervalli inscatolati 
o ge! 
n n 
(«” a? (. 


la cui lunghezza tende a zero, definiscono uno ed un solo numero 
» di R*+. Posto: 


I = a, 


questa funzione è definita per un qualsiasi x e R ed assume i suoi 
valori in R+; essa si chiama funzione esponenziale. 


Osservazione. Nel caso considerato, in cui @ > 1, ad un numero 


a partire da un certo rango se il numero x è del tipox= 0, 0--0r,). 
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Qualora fosse 0<@< 1, ad un numero x> 0 corrisponderebbe 
un numero: 
JE)O, 1(. 
Proprietà fondamentale. 
P, ; NENC 
Per x, x'eR qualsiansi, si ba: 
a* < at = arts, 


I numeri x e x’ sono rispettivamente definiti dagli intervalli 
inscatolati 


Ino tI 
2 S 2 

I numeri corrispondenti a= e a?’ sono definiti dai corrispondenti 
intervalli 


In @nt1 
Dial s “a 
a <a? <a, 
CA Qn+1 


Possiamo sommare membro a membro le disuguaglianze in R. 
La somma x + x’ è definita dagli intervalli inscatolati- 


14 n A 2 
si In < x+ x' "= PIRO 


la cui lunghezza 
1 


guri 

tende a zero. 2 
Possiamo moltiplicare membro a membro le disuguaglianze in 

R*. Si definisce il prodotto ate? mediante gli intervalli inscatolati 

corrispondenti: 

Int9i Int9h+2 


, n 
a ea. <a * 
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la cui lunghezza tende a zero perché, 


1 


ai 1 
tende a zero. 
Al numero x + x' si associa cosi il numero a* - a”. Si ha dunque 


art: — af. at. 


P,|- . ; 
du La funzione x* è crescente der a > 1. 
LI Zi 
Dimostriamo infatti che: 
x>x' > al>at. 


Si ha: 


a — at — a” (13-35 i 1) 


applicando la (P.). 
Sappiamo che al numero positivo x — x' corrisponde il nu- 
mero a”- strettamente superiore a 1 (osservazione precedente). 


x-x'>0 > ata —-1)>0. 
La proprietà è cosi dimostrata. 


Osservazione. — Allo stesso modo si potrebbe dimostrare che a? 
è decrescente per 0 <a <1. 


CoroLLarIo. — Con un ragionamento analogo al precedente 
(P;), si ha: 
at= a” > x=a 
Possiamo dunque enunciare: 
TEOREMA 2. — La funzione ax applica biunivocamente R_ su R+. 
L’isomorfismo fondamentale tra il gruppo additivo A dei nu- 
meri reali ed il gruppo moltiplicativo R+ dei numeri reali positivi è 


cosi stabilito. 
La funzione reciproca si chiama /ogaritmo di base a e si indica con 


x = loga y. 


Essa è definita in R+ ed assume i suoi valori in AR. 
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Proprietà fondamentale. 


| Pi | Per y, y e R+ qualsiansi, si ha: 


log. _y + log. y' = loga wy” 
Questa formula corrisponde alla proprietà (Ps). 


5. Proprietà dei logaritmi 


Scelta una volta per tutte la base a dei logaritmi, sopprimiamo, 
per semplificare le notazioni, l’indice a. 


Logaritmo dell’inverso di un numero. 


| Ps | Per ye R_ (y#0), qualsiasi, st ha: 
l o log y 
og —=— % 
di 


Infatti, assumendo yy = 1 in (P.), abbiamo: 


log y + log y' = log 1, 


cioè 


1 
log y+ log — = 0. 
8) 3 
La proprietà è cosi stabilita. 
Logaritmo di un quoziente. 


20] Pedra sell qualsiasi di y, ze R* (y e 2 non nulli), si ha: 


log —£ log _y — log z. 
% 


Sappiamo che: 
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Applicando la proprietà fondamentale: 


> o. 
log — = log y+ log —, 
8 z 8) 8 z 
e, applicando (P,): 


log Foa log y— log <. 


Logaritmo di una potenza naturale di un numero. 


A 
| A Per ogni ye Rt (y7# 0) ed ogni ne N, si ha: 
log _y" = n log y. 


La proprietà è vera per 7= 0 poiché log 1= 0. 
Supponiamola vera per # e dimostriamola per #+ 1. Risulta 


"il db 
onde 
log _y"+ = log y" + log y. 
Per l’ipotesi di ricorrenza, si ha: 
log y"+! — x log y+ log y= (r+ 1) log y. 
Ta proprietà è cosi stabilita per n e NV qualsiasi. 


logaritmo di una potenza intera negativa di un numero. 


P, di 
| 1 bI5 Per ye R* (y40) ed ogni ne N, si ha 


log 39 = — n log y. 


Infatti, per definizione si ha: 


n —— 


yy" 
onde: 


lo lepel lei Ì 
By aelog —-alog —— = —wlogy, 
PP >} 
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6. Esponenti razionali 


Abbiamo definito, per un qualsiasi numero reale positivo a, 
il numero: 
1 


x B alia a" 
nel caso in cui n= 2? e noi sappiamo che in tal caso, 


1 


B=a" > fr=a. 


Vogliamo ora stabilire questa equivalenza logica nel caso di un 
numero naturale » qualsiasi (dove r non è più una potenza di 2). 

Per un qualsiasi numero naturale n e N*, sappiamo far corri- 
spondere al numero 


1 
x= — 
n 
il numero 
1 
g=a" 


mediante intervalli inscatolati (par. 4). 
Calcoliamo ora y". Si ha, nella base a: 


= 7 PS xa log DA 
Applichiamo la (Pi): 
1 
logy" = rlogy= ax =1 (perché xE +) 


Risulta quindi: 
yp'=a. 


L’equivalenza logica precedente è cosi stabilita: 


Per ogni scelta di ne N* e a e R* (a#0): 


t\n 
a" i —=-a 
1 


ca 9 5 di . x . n UZANE 
a” si chiama radice 19% di @ (e viene spesso indicata con Va). 
Più in generale, sia ” e N* e p e Z. 
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Al numero: 


Pa 
pa » 


x= 


abbiamo fatto corrispondere il numego: 


ta 
pera 


Calcoliamo ancora y". Nella base a, abbiamo: 


x = log y. 
Applicando la (P,;) si ha: 


log _y"= nlogy= ax = fg 
e dunque: 


"= aP. 
Per quanto abbiamo detto dianzi, questo significa: 


1 


ge (a). 


Quindi, per a e R (a #0), ne N* e pe Z qualsiansi, si ha: 


PR LA 
a" (2) ng 
DI 
n 


a" è quindi la radice n" di aP. 
Dimostriamo ora la seguente proprietà: 


—_— 


Pel 
| È Per ye R+(y #0), ne N* e pe Z, qualsiansi, si ha: 


P 
log y" = P log y. 


n 


1) Cominciamo col dimostrare la proprietà per p= 1. 
Sappiamo che: 


pa 
n 


deg n PED 
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Passiamo ai logaritmi: 


log _y= log x"= nlogz, 
onde: o 


1 
log z= — log y 
n 
cioè 
Li 
log y" = — log y. 
n 


2) Dimostriamo ora la proprietà per un qualsiasi p e Z. 
Sappiamo che: 


Passiamo ora ai logaritmi applicando il precedente risultato: 
La 1 
log y" = =" log _y?. 
Applichiamo la (P,,) se p > 0ela (Pi; bis) se p <0. Si ottiene: 
e 
SG oro eg ® 


Osservazione. — Va qui sottolineata l'analogia tra il procedimento 
che ha introdotto a? per x reale e quello seguito al capitolo XX per 
la misura delle grandezze. 

In questo capitolo abbiamo “ misurato ’’ tutti gli elementi di 
R* prendendo dei numeri in R. La misura 4(x) è log, x. 

L'operazione utilizzata nell’insieme R+ degli elementi a? da mi- 
surare, è indicata moltiplicativamente. Abbiamo stabilito la formula: 


« 


px 3) = (x) + 40). 


L’assioma di bisezione del capitolo XX corrisponde qui all’esi- 
stenza, in R+, della radice quadrata di un numero reale positivo. 

Se avessimo considerato la misura da un punto di vista più ge- 
nerale (misura di un gruppo archimedeo completo) avremmo potuto 
applicare qui il teorema della misura. 
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3 sù Calcolo numerico sui logaritmi decimali 


7. Logaritmo decimale 


Nel calcolo numerico solito, il sistema di numerazione è il si- 
stema decimale. In quanto segue ci serviremo dunque di questo 
sistema: 


Dermnizione. — Si chiama logaritmo decimale il logaritmo di base dieci : 


a= 10. 


Dobbiamo dunque fare intervenire, nella teoria precedente, 
l’isomorfismo tra il gruppo additivo Q,, dei numeri decimali relativi 
ed il gruppo moltiplicativo 7/1 dei numeri 10%, con d e Q;o. 

Consideriamo un numero decimale: 


d 


10° 


con pe Z ene N. Si ha la corrispondenza generale: 


In pratica ci si limita a stimare il logaritmo di un numero positivo 
x con una data approssimazione 


i dla 
Toe (g assegnato in IN). 
Prendiamo per esempio g = 5. 
Si limita allora Q,o ad una delle sue parti Qj, insieme dei numeri 
decimali relativi: 


P 


105? 


con p € Z. Si ottiene ancora un grappo additivo perché la somma di 
due numeri di Op: 


d F,la +9 


10% 106 108 
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appartiene ancora a Q. La parte 7, corrispondente di 77, è perciò 
un gruppo moltiplicativo: 


log x 
4 

, d_p+1 

Qio= {22 0 pe e 1) 
a pri 

festa 10 1A og OTO, 107 inn 
t 


Ogni numero positivo x si trova tra due elementi consecutivi 
di H#{. Il logaritmo di x si trova nell’intervallo corrispondente di 
1 
108° 

Nel calcolo numerico, si indica con log x il valore cosi appros- 
simato del logaritmo decimale di x (si prende log x punto di mezzo 


dell’intervallo 
d pri 
105” 105 i 


Questi valori approssimati sono dati dalle favole dei logaritmi a 
cinque decimali. 


Qi. Il logaritmo di x è cosî stimato a meno di 


8. Caratteristica e mantissa 


Sia x un numero positivo dato dalla sua rappresentazione de- 
cimale: 


Sappiamo che la rappresentazione decimale del numero: 
sa 102 


con j intero relativo (p € Z), si deduce da quella di x spostando la 
virgola di p ranghi verso destra se p > 0, di {p | ranghi verso si- 
nistra sep <0. 

Passiamo ai logaritmi: si ottiene: 


log y= log x + p. 
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Perciò, spostare la virgola nella rappresentazione di x significa 


Supponiamo x > 1; il suo logaritmo è positivo. 
Indichiamo con e la parte intera di log x: avremo: 


sommare a log x un intero relativo. 
fo log x= €, #43 --- Us 


(limitiamoci ai logaritmi a 5 decimali). 


Indichiamo con # un numero naturale (7 e N). Abbiamo: 


1) log (10 . x)=n+ e, U:Hg 0 Ug 


La parte intera è n + e. 


2) log (10-» . x)= —n+ e, Wlg << Use 


Se n < e, la parte intera è e — n. La parte decimale non è cambiata. 


Se n > e, allora si scrive: 


log (10-n. x) = — #+e+0, 4%, --- 4% 


Per rappresentare questo numero negativo, faremo intervenire 


una nuova figurazione. 


Solamente la parte intera — (n — e) = — e' sarà negativa e la 
indicheremo #’, dove il segno — viene rappresentato da un trattino 


sovrapposto al numero naturale e’. 


La parte decimale 4,4, --+ 4, sarà positiva. Avremo cosi: 


— MAH e, UUg > Ugg = È, UU Me 


Osservazione. 


Il numero relativo: 


= @, Uy°°- 45 


significa: 
da 
Dunque: 
— eQZ<_-e+1; 
— e è il più grande intero negativo al più uguale a x. Poiché: 
ar 
7 108 
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con p € Z e p<0, si ottiene: 

— e108<p<(—e+1) 105. 
(— e) è quindi il quoziente euclideo di f per 105 in Z (v.c. XXII, 
eserc. 1). 


Il resto di questa divisione euclidea è r = 4%} «+: 4, con O < 
<r<10°. 


Dermizione. — // logaritmo decimale di un numero positivo è una 
figurazione costituita da: 


1) Una parte intera positiva, negativa o nulla che si chiama caratte- 
ristica del logaritmo; 

2) Una parte decimale positiva di 5 cifre che si chiama la mantissa 
del logaritmo. 


9. Determinazione della caratteristica 


Dato un numero positivo x, si vuole determinare la caratteristica 
di log x. Distinguiamo due casi: 


Primo caso: x > 1. — La parte intera di x non è nulla: 
en 
Il numero delle cifre della parte intera di x è #+ 1. Quindi: 
107 db 10, 
e, passando ai logaritmi decimali: 
m<zlogx<m2+ 1. 


La parte intera di log x è dunque 7, ed è positiva. Possiamo enun- 
ciare la regola: 


[R; 


Se x > 1, la caratteristica di log x è uguale al numero, diminuito 


di una unità, delle cifre della parte intera di x. 


Secondo caso: 0 < x < 1. — La parte intera di x è 0: 


Ps 
x= 0, rire 
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Inoltre, certe cifre a partire dalla virgola, possono essere nulle. In- 
dichiamo con $ il rango della prima cifra non nulla della parte de- 


cimale. 
Per la regola d’ordine in A+ (v.c. XIX, 5), abbiamo: 


1 
100 © * S ioni 


Passiamo ai logaritmi: | 
— p<zlogx<—p+1. | 


La caratteristica di log x è — p. 
Possiamo enunciare la regola: 


Se0<x< 1, a caratteristica di log x è negativa ed il suo va- 


lore assoluto è uguale al rango della prima cifra non nulla della parte decimale 
di x. 
Esempi. 
1) ag== 31,650. 


È x > 1 ela parte intera di x ha due cifre. Per la (R,), la caratteri- 
stica di log x è l: 


log x == 1, 144, --- 4g. 


2) x = 0,000 78. 
È 0<x<1 ed il rango della prima cifra non nulla della parte 
decimale di x è 4. Per la (R;), la caratteristica di log x è (— 4): 
log x = 4, wa <> Ug. 
Determinazione della mantissa. 
Abbiamo visto dianzi, come, per un p € Z qualsiasi, risulta: | 
log (10? x)= log x + p. 


Le rappresentazioni decimali dei numeri x e 102x differiscono 


solo per la posizione della virgola. La formula precedente esprime 
che i logaritmi di questi numeri hanno la stessa mantissa. 
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In pratica, il numero positivo x è dato da una rappresentazione 


decimale approssimata a meno di io 


x=e rr. 
Allora, poiché p è noto (p > 0): 
10Px e N*. 
In un altro caso, il numero x può essere un multiplo di una 
potenza della base: 
x=m-.109 meN* penN*. 


Risulta ancora: 
10-2x = me N*. 


Esempi. 
1) 2 = 37,580. 

Si ha p=3 e 108.x=37586e N*. 
2) x = 0,007 58. 


Si ha pd e 10 /S8EN° 
3) x = 1740000. 
Si ha — p==—4 e 10-4x= 174€ N*. 
Nelle tavole, si cercano quindi i logaritmi di numeri naturali 
(la cui rappresentazione decimale non termina con degli zeri). 


Una tavola di logaritmi dà i logaritmi di mumeri interi. In essa 
si troveranno indicazioni utili per trovare le mantisse. 


10. Calcolo numerico sulle rappresentazioni decimali dei logaritmi 


Una espressione logaritmica è costituita da mumeri legati tra loro 
solo dalle operazioni del gruppo moltiplicativo di R*. 


Esempio. — Se a, b, c, d sono numeri reali positivi, la seguente 
espressione è logaritmica: i 
av hi 
ZA 
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Risulta allora: 


3 
log x = 2loga + = log b— log ce — + logd 


. È evidente che per un calcolo di questo tipo è necessaria la co- 
noscenza dell’addizione e della sottrazione di logaritmi, della mol- 
tiplicazione e della divisione di un logaritmo per un numero intero 
naturale. 


Addizione. 


Se i logaritmi hanno caratteristiche positive, l'addizione è quella 
esposta nel capitolo XVII. 
Esaminiamo il caso in cui certe caratteristiche siano negative. 
Esempio. 
log a = 5,78357, 
log b = 2,38481. 


Sappiamo che: 


log a = — 5 + 0,78357, 
logh= 2+ 0,38481. 


Poiché l’addizione dei numeri relativi è associativa e commuta- 
tiva, possiamo aggiungere da una parte le caratteristiche e dall’altra 
le mantisse. Si ottiene: 

log ab = — 3 + 1,16938, 
cioè: 
log ab = 2,16838. 
Disposizione pratica. 


Si procede come per i numeri positivi, ma si applica alle parti 
intere la regola dell’addizione dei numeri relativi aggiungendo l’even- 
tuale riporto: 


loga = 5,78357 
log dò = 2,38481 


log ab= 2,16838. 
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Sottrazione. 


Distinguiamo per la sottrazione due casi. 

Se la sottrazione comporta solo due termini, si esegue diretta- 
mente la sottrazione: log 4 — log b. i 

Se la sottrazione interviene in una successione d’addizioni e di 
sottrazioni come nell'esempio all’inizio del paragrafo o come nel- 
l'esempio seguente: 


log a + log 8 — log c, 
conviene eseguire una sola addizione di più termini: 
log 4 + log 4 + (— log e). 


Il numero — log c, opposto di log e, si chiama cologaritmeo di c. 
Esaminiamo dunque questi due casi. 


Primo caso. — La sottrazione avviene tra due soli termini : 
log a — log d. 


Indicando con e ed e' le parti intere relative di log 4 e log”, ab- 
biamo: 


loga= e +0, #4 --- 4 


logb=e +0, 4 --- 4. 


1) Se 0, 4: 42> 0, 4 --- #5, si applica la commutatività 
e l’associatività dell’addizione dei numeri relativi: 


log a — logh= (e— e) + (0, 4, --- 450, UU). 


La differenza delle parti decimali si esegue come nel capitolo XVII. 
Si applica la regola della sottrazione dei numeri relativi alle parti 
intere. 
Esempio e disposizioni pratiche 


loga = 2,30103 
logh = 3,20812 


log + = 1,09291 
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Si esegue la sottrazione come per i numeri decimali positivi. Per 
le parti intere abbiamo: (— 2) (- 3)= 1. 


2) Se 0, #00 <0, 41 --- #4, si scrive: 


loga=e-141,4---%, 


logbh=e+0, #1 ---%, 
onde: 


loga — logb=e- (1+e)+(1,%,;---4—- 0,4 0° 4). 

Si torna cosi a 1) con un riporto di + 1 sulla parte intera di log b. 
Il principio del riporto della sottrazione si applica fino alla fine del- 
l'operazione. 


Esempio e disposizione pratica 
loga = 2,384 57 
logb = 3,526 25 


log + — 8,858 32. 


Si esegue la sottrazione come per i numeri decimali positivi. Si 
aggiunge il riporto 1 alla parte intera 3 di log è e si aggiunge poi a 
(— 2) l’opposto di (3 + 1). 


Secondo caso. — La sottrazione interviene in una successione di | 
addizioni e di sottrazioni. Î 

Si applica allora la regola della sottrazione dei numeri relativi: 
per sottrarre un numero relativo si aggiunge il suo opposto. 


DerINIZIONE. — Si chiama cologaritmo di x l’opposto del logaritmo 
di x e si scrive: i 
cologit= — log x. 
Sia: 
log= e, 4, --- 4 
con e € Z. Si ha: 


cologx = — e, 4; --* 4g. 


Si tratta di sottrarre log x da zero. Come applicazione delle argo- 
mentazioni precedenti scriviamo: 


0=- 1- 1,000 00. 
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Si ha allora: 
cologx = —e—- 14 (1, 0..-0—-0, 4, --- 4%). 

La differenza delle parti decimali si esegue come per i numeri 

decimali positivi; tenuto conto dei riporti, ciò equivale a: 
“ sottrarre 4; da 10 e #,, #3, 4%, #, da 9”. 

La parte intera del cologaritmo è — (e + 1). Bisogna dunque 
aggiungere 1 alla parte intera e del logaritmo e considerare l’opposto 
della somma cosi ottenuta ”?. 

Esempi. 

1) log x = 3,178 14 cologx= 4,821 86. 


Si sottrae 4 da 10 e le altre quattro cifre da 9. 
Per la parte intera si prende l’opposto di 3 + 1. 


2) log x= 3,728 15  cologa = 2,271 85. 


Si sottrae 5 da 10 e le altre 4 cifre da 9. 
Per la parte intera si prende l’opposto della somma (— 3 + 1). 


Moltiplicazione per un numero naturale. 


Sia logx= e, 44 e neN*. 
Se e > 0, sappiamo eseguire la moltiplicazione 7 log x. 
Se e < 0, si ha: 


nlogx= n(e +4 0, U; <> 45) = ne + n(0, PIRSCERI 


Si esegue sulla parte decimale la moltiplicazione che già cono- 
sciamo, e sulla parte intera si applica la regola della moltiplicazione 
degli interi relativi. 


Primo caso. — n ha una sola cifra: n <10. 


Esempio. 
logx = 382723 e a-% 


Abbiamo: 
logx=5 x (— 2)-5X (0,827 23) = — 10+ 4,136 15 = 6,136 15. 
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| 
Ultimata la moltiplicazione sulla parte decimale, si aggiunge il 
| riporto 4 al prodotto 5 x (— 2) secondo la regola d’addizione degli 
interi relativi. Si può dunque andare avanti fino alla fine della molti- 
plicazione come nel caso dei numeri positivi: 

Ì 


Slogx=5 x 2,827 23= 6,136 15. 


Secondo caso. — n ha più di una cifra: n> 10. 


i Esempio. 
logo= 492723 e na=15 
Non è più possibile applicare la semplice regola del primo caso. 
Ci si serve della seguente disposizione pratica. 
logx = — 24 0,82723 
1ò 
4136 15 
82733 
— 30 + 12,408 45 
15 log x = 18,408 45 


Divisione per un numero naturale. 


Sia logx = e, % 4, e ne N. 


1 1 
Se e > 0, sappiamo eseguire, a meno di 106° la divisione — log x. 
LI 
Se e < 0, distinguiamo due casi. 


Primo caso. — n divide |e|. Avremo: 


e= sg, con geZ;, q<e0d 


e 
logx = 19 + 0, 4, <> Us 
onde: 
<= gx=@4+ x (0, 4, <<< 43). 
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La parte intera di: 


Piola 
LE 


è q. Sappiamo eseguire la divisione sulla parte decimale. 


Esempio. 
logx= 6,17084 e a=3. 
Abbiamo: 
log x = 2,056 94. 
Secondo caso. — n non divide | e |. 


Cerchiamo il quoziente euclideo g di | e| per #: 


nq< |e| < 5(g9+ 1), 
onde 


— (gG+1)n<e<— qu. 


Si rileva subito che — (9 + 1) è il quoziente euclideo di e per 
n in Z. Il resto è: 
r=e+(g+ 1), 


con 0<r<mn. Si ha quindi: 


loga= — (94 1) + r, 4% +11 45) 


onde 
1 i 
daga a ASS Us). 
ti 


Siccome 


1 RIA 
O<r<n > 05576 Un #5) <1 


la parte intera di 


è — (g+ 1). Sappiamo calcolare la sua parte decimale: 


x (r, 4% 43) 
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Esempio. 
logx=7,48092 e n=5. 


Il quoziente euclideo di 7 per 5 è 2. Il resto 3. Quindi: 


1 = 1 
= log*=2+ —>- (3,480 92) = 2,696 18. 


Esercizi 


1. Dimostrare, per logaritmi con una base qualsiasi a: 
log (3 + 2 V2) — 3log (V2+ 1)= log(V2— 1). 
2) Sapendo che i numeri positivi 4 e è verificano: 
a+ bh? = Tab, 


dimostrare che, per una qualsiasi base dei logaritmi: 


a+ b 1 
log —;— = -;- (log 4 + log 5). 


3. Qual è il numero delle cifre (sistema decimale) del numero: 
x = 457126? 


i 4. Designando con log x il logaritmo in una base 4 assegnata, 
risolvere il sistema: 


3 
log x + log y ne di 


log x — logy = - 


5. Sia 4 la base dei logaritmi e 5 un numero positivo; sempli- 
ficare: 
log(log è) 
b lord 
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6*. Risolvere l’equazione: 

xVa= (Vx)z, con x>0. 
7*. Risolvere l’equazione: 

4° 35- ì_ 37 +3 _ gere, 


8. Trovare il raggio della sfera avente lo stesso volume del cubo 
avente lo spigolo di 123,45 m. 


9. Consideriamo un gioco di scacchi avente 64 caselle. Poniamo 
un chicco di grano nella prima casella, 2 chicchi nella seconda, 4 
nella terza ecc. Nella casella di rango £, poniamo il doppio dei chicchi 
di grano che si trovano nella casella £ — 1, e cosi di seguito fino al- 


l’ultima casella. 
Sapendo che un chicco di grano pesa 0,05 g, calcolare quanti 
battelli da 10.000 tonnellate sono necessari per trasportare questo 


grano. 


10*. Cambiamento di base per i logaritmi. 


1) Siano a e $ due numeri di R+, diversi da zero e 1; dimo- 
strare che 
log, x 


log, f 


log; x = 
Si potrà fare una dimostrazione analoga a quella del capitolo XX, 
9, per il cambiamento di unità di misura. La funzione: 


log, (x) 
Sed) dog F 
è dotata delle seguenti proprietà: 


SB)=1 e fe 9)=SCITtIO) 


Ne consegue che: 
f(x) = log, x. 


2) Per logaritmi aventi base qualsiasi, si ha: 


logar= xloga (ae Rt e x R). 
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3) Dedurne che: 
(at)v. = azy ae R+; x eye R; 


(aB)* = as8* ae fe R+; x € RR. 
11. Logaritmi binari | 
Vengono cosi chiamati i logaritmi di base 2. 
i 1) Sapendo che log192= 0,301 03, esprimere il lo i 
‘funzione di logio x. [Utilizzare l’esercizio 1007 1).] i 
2) Dimostrare le seguenti relazioni: 


298 <3 < 274, 
22<5< 253, 


Dedurne che, nel sisteza binario, 


1,1<log, 11< 1.ll (11= tre) 
10 <logy101 <10,1 (101 = cinque). 


3) Determinare l’intero 4 tale che: 


#. 1 q+1 
2 <0,30103 © 2: 


4) Si osservi che, nel sistema binario, dieci = 1 010 
î A ; = , e se ne 
deduca, rifacendosi al 3), che il valore di log, 1 010, approssimato 
per difetto a meno di SI è: 


log, 1 010= 11,010 100. 
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1. 1) Trovare i numeri naturali x, y, 7 tali che 
x += 2 


a) Dimostrare che è possibile limitarsi al caso in cui x, y, X 
sono primi fra di loro nel loro insieme. Dedurne che essi sono allora 
primi fra di loro due a due, che x e y hanno diversa parità e % è dispari. 

b) Dimostrare che la soluzione generale di x* + _y°?= 2? è 


x=da°— ll, y=2ab, gz=@a+h, 
con a, beN e a>b. 


2) Determinare le coppie di interi naturali 4, è (a> b) tali che: 
(1) (a— b»= 260 +1. 


Si stabilirà anzitutto la seguente proposizione: 
se b e 4 sono due numeri naturali, si ha: 


2+1= (+ > (b—4f=20@7F1 
Se ne dedurrà che tutte le soluzioni di (1) sono le coppie: 


di du+x b= dy 


ove d, è una successione di numeri naturali definita per ricorrenza 


do = 0, di = 1, dn42 = 2ansa + dr 


Verificare ciò per le prime cinque coppie soluzione. 
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3) Trovare tutti i numeri naturali p tali che: 


d+ (041) 


4, : 
; —° della successione: 
sia un quadrato perfetto. 


Risolvere questa equazione e dare la radice positiva. 
2) Si chiamano convergenti successivi i numeri razionali 


Un 
Applicando i risultati ottenuti rispondendo alle domande 1 e 2 
i di ioni di i 4 1 A 1 Us 1 
si dimostrerà che le soluzioni di questo problema sono: = minna: ii == "3 
Vi 1, Va Lan 
p= 24,d,44 se 7 è pari LA: "a top 
pa 24,d,+1< 1 se # è dispari. 1. 
Fare la verifica per 7= 0, 1, 2, 3. Si prende: 


4) Vogliamo ora utilizzare le soluzioni di (1) per calcolare i dari 


i valori approssimati di V 2. Poniamo c= 4— b. arto da - 


L’equazione (1) si scrive: 432 Va= ecc. 
Li 2 1 Dimostrare per ricorrenza che: 
gp 


Un = Ur-1 An Un-2 


a) Verificare che 5 > 400 > £2 > 105. Se ne deduca che basta Vi Una + Unoo 


prendere £ superiore a 400 affinché i; rappresenti V 2 a meno di % 


-——_. 1; 

105 2p 
b) Si calcolino le prime 8 coppie soluzione dell’equazione (1) 

e se ne deduca il valore decimale approssimato di V 2 a meno di 


a “. i 
cessione --£°- è decrescente, e che: 


“ Uap4 
er RR 


RI 


Van Vap+1 


Di 


S 
1 
10! 
2. Consideriamo il numero reale definito dalla seguente frazione 
continua infinita: 


Se ne deduca che gli intervalli 


( Hp H2p4+1 ( 

RR 
Vap Vap41 
sono inscatolati. 


4) Dimostrare che: 


Ul nr T bnaPn 7 Un-2la-1 


1) Utilizzare la periodicità della rappresentazione per dimo- 


x b. 


- Ugl... 


strare che x è soluzione positiva dell’equazione: durne che: 
1 Un 4-1 p 1 
PI E e o ara 
x Un V.-1 la-1 


460 


E 3r 


‘ 2 x 
3) Provare che la successione — è crescente, che la suc- 


Dimostrare che il valore assoluto di queste differenze è 1. De- 
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Gli intervalli inscatolati della terza domanda possono diventare 
piccoli fin che si vuole. 
5) Provare che l’intervallo diventa inferiore a 
100 
A . 


> 
Calcolare i primi dodici termini della successione v, € verificare 


quando 

Pn-1 

che: 
1>12 >  wn-1> 100. 

1 


Se ne deduca il valore approssimato di x a meno di "io 


€ si verifichi che si ottiene un’approssimazione di x a meno di ET 


Se ne deduca un valore approssimato di V 5. Risulta determinata 
la quarta cifra decimale per V 5? 


3. Se #7 è un intero naturale, si indica con Sm la somma dei nu- 
meri naturali di i. mn), cioè: 


1) Sia 4 un numero naturale dispari; dimostrare la seguente 
proposizione: 


n=m (moda) + s,=5mn (mod 2). 


Quali sono i possibili resti della divisione euclidea di Ss, per 11? 
2) Dimostrare che affinché s,, sia un quadrato perfetto, è 
necessario e sufficiente che quello dei due numeri 7 e #7 + 1 che è 
dispari sia un quadrato perfetto, e che anche la metà dell’altro sia un 
quadrato perfetto. 
3) Si propone di ricercare gli 7 e N tali che Sm Sia un quadrato 
perfetto. Dimostrare le seguenti proposizioni (dove £ e £ sono nu- 
meri naturali) 


Sa quadrato perfetto «> k = bè e 26° 1 quadrato perfetto, 
S241 Quadrato perfetto > k 4 1= 42 e 262 — 1 quadrato perfetto. 


Se ne deduca che il problema è ricondotto a trovare i numeri 
naturali è tali che 202 4- 1 sia un quadrato perfetto. 
All’uopo si dimostrerà (essendo 4 e % numeri naturali) che 


2024 1= (+4)? <> (6-=28F1, 


Problemi 


e se ne dedurranno le soluzioni (come nel problema n. 1): 
bo= 0, bi=>1, bus 2bug + ba 
Dimostrare che: 


26% +1 è un quadrato perfetto se n è pari; 
2bx—1 è un quadrato perfetto se w è dispari. 


Se ne deducano gli 7 € NN tali che sm sia un quadrato perfetto. 
Dare i tre più piccoli valori di # che soddisfano al problema. 
4) Dimostrare la seguente proposizione: 


Sn=2in <> (m+1°=p+(p+1) 


A quale problema si riconduce la ricerca delle coppie (#, f) di 
numeri naturali tali che 5, = 25,? 
Dare le tre prime coppie soluzioni (v. problema 1)) e verifi- 
care che 
Im = 2sp. 


4. Si considerino due numeri naturali 4 e 5 (4 > d), e si indichi 
con d il loro M.C.D. e con w il loro m.c.m. 
1) Sia # un numero naturale; cercare 4 e 7 quando: 


a=n(2n-1) b=(n-1)Qn- 1) 


e giustificare i risultati. 
2) Esprimere i numeri 4 e % tali che: 


(1) m(a+ b) = abd 


in funzione dip= le — = d. 


d 


3) Trovare, fra i numeri naturali che verificano la (1), quelli 
che soddisfano alla 


(2) d=a— b. 


4) Dimostrare che i numeri naturali 4 e % che verificano si- 
multaneamente la (1) e la (2), soddisfano anche alla 


(3) (a— bY = a+ b. 
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I numeri naturali che verificano la relazione (3), soddisfano an- 
che alle relazioni (1) e (2)? 

5) Dato il resto della divisione di 4 pet 4, calcolare 4 e è in 
funzione di r sapendo che la relazione (3) è soddisfatta e che "- £ 0. 
Applicazione numerica: "= 11. (Problema proposto all’esame di 
baccellierato, Montpellier, giugno 1952.) 


5. Siano (D) una retta e M, e M, due punti di (D). Posto 
M,M,= a, sia (C) un cerchio di centro O, e raggio R,, tangente 
in M, a (D). 


A. 1) Dimostrare che esiste un unico cerchio (C3) tangente 
a (C;) e tangente a (D) in M,. Si costruisca il suo punto di contatto 
* con (C;) ed il suo centro O,. 

2) Verificare che il raggio R, di (C3) è dato da: 


MA 


3) Dimostrare che esiste un unico cerchio (C) tangente a 
(C;), (C3) ed alla retta (D) in un punto del segmento M,M,. (Sarà 
comodo servirsi di un’inversione di centro M 1 € di potenza 22.) 

4) Calcolare la lunghezza M,M (M punto di contatto di (C) 
€ (D)) ed il raggio R di (C) in funzione di R,eda. 


B. Orientato il supporto di MM; e scelta una origine sull’asse 
cosi ottenuto, si supponga che i punti M, e M, abbiamo ascisse 
razionali 


Pi a e di 
Ti 2 
tali che 


Paly — Pda = + 1, 


dove i numeri positivi ,, Iv Pa 9 SONO interi positivi. 
1) Dimostrare che le frazioni: 


di , i 
Uh Ta 
sono irriducibili. 
2) Posto: 
1 
Ri = 2° 
2h 
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stabilire le relazioni: 


1 1 
Ri= 3 R= —--—-_ 
29 2914 92) 
e dimostrare che l’ascissa di 47 è uguale a: 
Pit ds 
Gt 9a 


3) Si indichi con: 
T; il cerchio (C) precedente; 
l', il cerchio tangente a (C;), / e (D) in un punto compreso 
tra M, ed il punto 4, == A di contatto di / pr 
l'3 il cerchio definito da /", e °, come /°, è definito da C pie, 
e cosi di seguito, di guisa che 7°, è il cerchio tangente in x, alla retta 
D, tangente ai cerchi ,_, e /° n-1 essendo /4, compreso tra 4, € Una 
Calcolare, servendosi dei risultati precedenti, il raggio p, del cer- 
chio /", e l’ascissa 4, del suo punto di contatto H, con (D). Si indi- 
cherà con a, il termine generale di una successione d’interi tale che 
co,= 1, a,=1ea,=@,3+@,.3 
Sarà utile calcolare i primi valori di p, e 4, € procedere per ricor- 
renza. (Problema proposto all’esame di baccellierato, Poitiers, set- 
tembre 1952). 


6. Consideriamo un gruppo commutativo G; l'operazione del 
gruppo si scrive 4 (4, v € G) ed è associativa, commutativa, am- 
mette un elemento neutro e, ed ogni elemento ha un simmetrico. 


A. Si definisce l’operazione esterna 4 con me N e 4 e G per 
ricorrenza, come segue: 


1) 0-u=e. 
2) Supposto x» - « definito, si pone: 


(14 1D)a cosa. 
Si definisce poi (— 2)y per (— n) intero negativo mediante: 
nu*(-- na) = e. 


— na è il simmetrico in G dell’elemento z4. in particolare, il sim- 


: metrico di x si scriverà — x, 
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Essendo Z l’anello degli interi relativi, dimostrare le seguenti 
proprietà: 


1) Perae Gen, d € £ qualsiansi, si ha: 


(14 plu= nu» pu. I 
2) Pera,ve Gene £ qualsiansi, si ha: 
n(4*v) = nu» np. 
3) Per xe (Ge n, PE £ qualsiansi, si ha: I 
n(pu)= (ap)a. 
B. Si considerino due elementi particolari 4, ve G tali che: | 


(7, peZ? e mM= po) > a-=-p=0, 
Si indica con A l’insieme degli elementi di G della forma: 


an « by 


per ogni 2, DE Z. 


1) Dimostrare che 


«4 è un sottogruppo commutativo di G. 
Dimostrare che: 


aus bv== d'uxb'v > (a=d'" e b= bh). 

2) Si definisce in A una 
che è associativa, commutativa 
ossia tale che, per ogni x, DA 


seconda operazione, indicata x . 5A 
e distributiva per l’operazione +, 
ze A: 


x 0 r)= (x 1-3 
x "= } a 1 

x 0*z)= (x -9)* (x 2), 

con in particolare: 
4U-<-U= %, 
Uu- v=V-u= p, 
D-v= 2y. 
Si verifichi anzitutto che: 
(e Ae 


SEA) > x.yJeA. 
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Sex = ax + bvey= cu + dv, si dimostrerà che x - > ha la forma: 
a+ b,1, 


con 4;, b, € £ e si calcolerà 4, e bi in funzione di a, b,ejde Z. 

Si dimostrerà che x è elemento neutro per l'operazione indicata 
con -. Dimostrare che si definisce in tal guisa su A una struttura di 
anello commutativo ad elemento unità. 


C. Elementi unitari di 4. — Dato un elemento x = 444 by ap- 
partenente ad A, si vuol cercare se esiste un y e A, y= cux do tale 
che: 

Xx-y= 4; 


x e _y si chiamano elementi unitari dell’anello A. 


1) Dimostrare che, perché y esista, è necessario e sufficiente 


che x soddisfi alla 


(1) i, PRI 
Se a, b e Z è una soluzione di a2— 252 — + 1, dimostrare che: 
J= as*(— bo). 
Se 2, b € Z è una soluzione di 42 — 252 = — 1, dimostrare che: 
y= (cu) * bv. 


2) Verificare che l’elemento #+*ve A è unitario. 
Qual è l’elemento unitario corrispondente? 
3) Dimostrare la seguente proposizione: 


204 1=(0+4? è (k-bP=2R +1 (hh kEZ). 


Dedurne che, se 44 + bv è unitario, l'elemento: 
<= (20 — au * (a— b)v 


è anch’esso unitario. 
Dimostrare che: 
Z- (a*v)= qu bv. 


4) Se 4 e 5 sono positivi, dimostrare che, per 24 * bv unitario, 


si ha: 
b<a<2b. 
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L’uguaglianza 4= £ si verifica solo pera=1edb=1. 

Da quanto detto dianzi, dedurre una scomposizione in fattori 
(44 v) di ogni elemento unitario 44 + 4 con a, b positivi distinti. 
Dimostrare di fatto che esiste un numero naturale # tale che: 

au* bv= (4xv)- (4% Dir ia a (4% 0). 
"—T— _ —————__aamitifpl prz2© 
n elementi #xy 
Indicazioni. — Si osservi che 0 — 26 — 4 <ae0ca-b<h. 
Si può quindi ripetere per: 
x1= (20— a)ux (a— b)v 
quanto è stato detto per x = 44 + bv, purché 25 — 44 4 — b, e inol- 
tre si ha: 
x = x: (4*v) per la 4). 
5) Posto: i 
(nav (4a) (ua)... (4x1), 
N a S 


n fattori 
vogliamo calcolare i coefficienti 4, € b, tali che: 


(4 * vir = qu» bav. 
Calcolare i ° 
i (2 0)+1 — (4* v)" . (4 * 1) 
ossia 
An414 * ba 43! i (4,4 # by!) ù (C) * v); 


dedurne che: 
Ant ss An + 2b, 
bag Ant by 


Dare tutte le soluzioni 4, be N dell’equazione: 
(1) a-2= +1 
7) Sia y l’elemento unitario associato all’elemento unitario x: 
x -y=M 
Se x= (44 v)" porremo, per definizione, 


J= (xv). 
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Dimostrare che ogni elemento unitario di A è: 


+(4*2), con re Z. 


7. 1) Sia @ e Q un dato numero razionale relativo diverso da 
zero. 
Dimostrare che la funzione: 


Pes ax 


è una applicazione biunivoca di O su se stesso. 
Indicheremo questa corrispondenza con xy. 
2) Dimostrare che: 


(x° =y' e x 2y") 5 x! + xl zy' +9! 


La corrispondenza è dunque un isomorfismo di Q su Q per l’ad- 
dizione. Si dice che è un a4tomorfismo di Q per addizione. 
3) Si prenda ancora x'#y' e x"7*y". 


tal 


Confrontare x'x" e yy". 
La corrispondenza è un automorfismo per la moltiplicazione? 


Fsaminare i casia=1lea=— 1. 
4*) Vogliamo cercare tutti gli automorfismi di Q per l’addi- 


zione, cioè le funzioni f(x) di Q su Q, che sono biunivoche e verifi- 


cano la 
Se + x) = /() + f(x"), 
per ogni x°, xe Q. 
a) Dimostrare che f(0)= 0 (scegliere x' = x = 0). 


b) Dimostrare che f(nx) = nf(x) per ogni ne N. 
[Scegliere x' = x" e poi ragionare per ricorrenza: 


f(x) = nf) > SG) è #0). 


c) Dimostrare che /(-— x) = — f(x). 
[Scegliere x’ e x" tali che x' + x = 0.] 
Dedurne che /(— ax) = — #f(x) per ogni ne N*. 
d) Per ogni numero relativo razionale 4 e 0, dimostrare che: 


Fax) = f(x). 
Indicazioni. — È noto che: 


f(nx) = nf(x) VWne Z. 
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Scegliere: 


e dedurne che: 
1 » 
Pf) = (3) 
n 


Successivamente, ogni xe O si scrive 4 = La con pe N e 
> 


SL 


nE%. # 
e) Si indichi con @ il i i 
corrispondenti ioè = 
se ne deduca che: i sà SARO 


Î(4) = au. 


Li sono gli automorfismi di Q per l’addizione? 
uali sono gli automorfismi di ’addizi | ipli 
i g mi di Q per l’addizione e la moltipli- 
Esiste un automo di izi 
s rfismo di Q per l’addizion iplicazi 
. (6 ” Ù 
e la relazione d’ordine? sè da i 


su e un anello A, indichiamo additivamente la prima ope 
7, O . . 7 
ne che introduce in A una struttura di gruppo commutativo: 


d La b 4 E A, b E A. 
Si indichi con 0 l’el ; 
’ eiemento neutro « ; > 
l'opposto di 4: di questa operazione e con 4 


atda= 0. 


U ( (Si N » 
101S U ICcOorrenza nel 
Se #7 è un numero naturale LA i ) SI defi Ce na per ric 


0-4=0, per ogni ue A. 

Supposto ra già definito, si definisce (2 -+ 1) mediante la: 
(14 1)a = na + a. 

Successivamente si definisce (— #)a per — rx < 0 mediante la: 


(— n)a = nà. 


Il simbolo pa è i i 
s i) “fit ; 
pa è cosi definito per ogni p € Z ed 4 e A. La seconda 
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operazione in 4 è indicata moltiplicativamente: 
ab (ae A, be A). 
Sappiamo che essa è associativa e distributiva 2 destra e a sini- 


stra per l’addizione. Supponiamo che la moltiplicazione non abbia 


elemento unità e non sia commutativa. 
Dimostrare che, per ogni 77, f € Z ed a, be A, si ha: 


m-0=0, 
(ma)(pb) = mp(ab). 


2) Consideriamo l’insieme £ delle coppie: 


(2, a) con meZ e de A. 


Definiamo in E un’addizione, indicata ancora con -+: 
(12, a) + (pb. b) “o (2 + d, a+ d). 


Dimostrare che questa addizione definisce su £ una struttura 
di gruppo commutativo. 
3) Si definisce in £ una moltiplicazione indicata con - : 


(2, a) - (p, b) = (mp, mb + pa + ab). 


Dimostrare che questa operazione è dotata delle seguenti pro- 


prietà: 
È associativa. 
È distributiva a sinistra e a destra per l’addizione in £. 


Ammette un elemento neutro (1, 0), 16€ Z e 0€ A. 
Dedurne che A è un anello ad elemento unità. 

4) Si consideri la parte W di £, insieme degli clementi (0, 2). 
Dimostrare che. e A sono in corrispondenza biunivoca e che questa 
corrispondenza è un isomorfismo per l’addizione e la moltiplicazione. 
Se ne deduca che ogni anello A può essere immerso in un anello E 


con elemento unità. 
9. Consideriamo l'insieme E delle coppie (x, y) di interi relativi: 


xel, yed. 


Definiamo una trasformazione & in £ mediante quattro interi 
relativi 4, è, c, d che verificano ad — be= 1. 
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Fissa fa corrispondere ad ogni coppia (x, y) di E la coppia 
(x,y) di £ mediante 
x' = ax + by, 
= + dy. 


Nell'insieme 7 delle trasformazioni ©, si definisce un’operazione 
chiamata prodotto di trasformazioni, indicata con $” ©€ (la prima 
è quella di destra) nel modo seguente: 

Se & trasforma (x, y) in (x, I) e ©' trasforma (x, >) in 
(x", y"), allora &” 0 trasforma (x, 7) in (2%, y”). 

1) Dimostrare che il prodotto così definito #0 # è appunto 
una trasformazione dell’insieme 7. Si calcoleranno i quattro numeri 
a", 6", c", d", che definiscono questo prodotto e si verificherà che 
a"d' — b'e" = 1, 

2) Dimostrare che questo prodotto è associativo ed ammette 
un elemento neutro (trasformazione identica). 

3) Dimostrare che ogni € di 7 ha un inverso #1 in T che si 
definirà a partire dai quattro numeri 4, b, c, d che individuano €. 
Dedurre che l’operazione &' o # definisce in T una struttura di 
gruppo. 

4) Si indichi con 2(x, y) l’insieme dei divisori relativi di 
x ey 

Dimostrare che (x, 3) resta invariante per qualsiasi trasfor- 
mazione #, ossia che se la coppia (x, y) è portata in (x’, I) da €, 
si ha: 

Dx, I) = Dx, )). 


5) Consideriamo le € trasformazioni particolari definite da: 
d=-a = kb (k€ 2). 


Indichiamo con U insieme di queste trasformazioni (per £ 
fissato) e dimostriamo che la moltiplicazione è interna ad U e che 


ivi è commutativa. Se ne deduca che U è un sottogruppo commu- 
tativo di 7. 


10**. /uinguaggio dei calcolatori elettronici. 


Nei calcolatori numerici decimali, i numeri sono introdotti, im- 
magazzinati, trattati e ripresi usando una rappresentazione binaria 
in codice. In una certa categoria di codici, la rappresentazione è 
ottenuta mediante un “codice ponderato ” a quattro cifre binarie. 
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Il codice è costituito da quattro numeri o pesi: £,5353%4, ciascuno 
diverso da zero ed appartenente all’intervallo 9 9 Si deve 
scegliere il codice in guisa che ogni cifra decimale (da 0 a 9) si possa 
rappresentare mediante una somma: 


rib1 + roba + raba + ruba, 


ove i coefficienti r, sono cifre binarie: 0 o 1. 7 
Il numero 0 è rappresentato evidentemente quando tuiti gli r, 


sono nulli. 

Esempio. — Codice 1125 (6, == 1; 6, = i; ba = 2; A = 5) 

In questo codice è possibile rappresentare tutte le cifre da 1 a9 
mediante figurazioni di 4 cifre binarie: 


Cosi: 

Ti Fa” 
1-1000 o 0100 
2->-1100 0 0816 
3-1010 o 0110 
4->1110 
5-0001 
6-1001 o 0101 

+1101 0 0011 
8-—-1011 o 0111 
9--1111 


Il codice 1 125 non è univoco, poiché non tutti i numeri hanno 
una rappresentazione unica. Questi codici presentano degli incon- 
venienti. 


Studio dei codici aventi lutti î pesi positivi. -- Si supponga che: 
O cd < bel dy 
1) Dimostrare che 2, = 1 e che b, == 1 0 2 (si cerchi di rap- 
presentare prima il numero | poi il numero 2). 


2) Mediante questo procedimento, provare che esistono 17 
codici con pesi tutti positivi: 


1125; 1134; 1 135; 1136; 1224; 1225; 1226; 1233; 1234: 
1 235; 1236; 1237; 1244; 1245; 1246; 1 247; 1248. 
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tp 3) Verificare che tra questi (codici, il solo univoco è 1 248 
fi! codice, cioè, del sistema binario). 


edit COESIONE 
Studio dei codici éon particolari pest negativi. 
I:sempio. — Codice 3 567 (si scrive 6 invece di — 6). 


a ; . 
. vi possono rappresentare in questo codice tutti i numeri da 1a 
) mediante figurazioni di 4 cifre binarie 


FiFagfafs 
1-00 11 perché 1=-_- 647 
2-+1110 perché 2-34 5-6 
S-x1090y 
4--1011 perché 4=3-6+4+7 
5-+0100 
6-0111 perché 6=5--6+7 
7--0001 
8-+1100 perché 8-=345 
9->-1111 percié = 3454 


Dimostrare le seguenti proprietà: 
1) Non più di due pesi possono essere negativi. 
(Si suppotrà che 4,b,bx siano negativi e si dimostrerà che non è 
allora possibile rappresentare tutti i numeri da 1 a 9). 
I 2) La condizione necessaria e sufficiente affinché il codice 
URINA non sia univoco è che esista una quaterna (01050304) di 4 numeri 
non turti nulli scelti nell’insieme dei tre numeri {- 1, 0, 1} tali che 


(1) 0,0, + 229» + Qu, + Qgba = 0. 


Indicazioni : 
a) Supponiamo che il codice b,bylbi non sia univoco. Esiste 


Ce I i ii 
allora un numero che ha due fappresentazioni in questo codice: 


i rrsfgay € rirtroli 
si ha: 12° 3° 43 
rb,4 roby + ray + rb, = rib, 4 ib, 4 ib, + rib,. 


Si dimostrerà che r,— # vale — 1,0 oppure 1. 
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Se ne dedurrà l’esistenza di 


o=r-ri ie f1,2,3, 4}. 


b) Se esiste un 0,0,0301 che verifica la (1), la rappresentazione 
non può essere univoca: infatti si può trovare un numero 4 avente 
due rappresentazioni distinte nel codice d,b,b3h,. 

Infatti da 
ary 4- roba + rag + raba 
e da 
0= 0,514 0202 + Cb + dba 
discende che 


a= (rr + 0,)21+ (ra + 02)02 + (3.4 C3)03 + (14 + 04)ba- 


Tutti gli o, non sono nulli. 
e si avrà rito,=1#7r, 


Se o;,= 1 assumeremo r,= 0 
e si avrà rj; + o,= 0Ar, 


Se 0,= — 1 assumeremo r; = 1 


Si avranno cosi ben due rappresentazioni diverse per i numeri 


a cosi scelti. 
3) Perché il codice 2,b,6,, sia univoco, è dunque necessario 


che: 
1a:1 # 15;15 24] + 16;1 # 1626; 12:31 + 15;f + 16] # (hl 


per ogni scelta degli indici i, j, £, 4, da 124. 
4) Da queste proprietà si dedurrà che i codici univoci vanno 


scelti fra i 20 gruppi seguenti in cui i pesi sono dati in valori assoluti: 
1 248; 1 249; 1 259; 1468; 1 479; 1 579; 2 348; 2 458; 2 478; 2 489; 
2589; 3 468; 3 567; 3 678; 3 789; 4678; 4 689; 4 789; 5 679; 5 789. 


5) Si verificherà poi che ci sono solo 17 codici con uno o due 


pesi negativi, e che essi sono: 


1248; 1748; 1248; 1248; 1 248; 1468; 1468; Î 468; 
2 348; 2348; 2348; 2 348; 2458; 2.458; 3468; 3567; 3 567. 


In ciascuno di questi 17 codici, dare le rappresentazioni dei nu- 


meri da 1249. 
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11*. Nel seguente problema, x, munito di un indice, rappre- 
senterà un clemento costituito da due numeri 0 e 1. Si pone. 


A=xebw ddr 
B=0-xg+1-x+2-x5+ + a 1)x._n 


ove 4 è un intero positivo dato. 

In quanto segue, xn, x1,..., xx, saranno, a seconda delle do- 
mande, sia variabili indipendenti sia incognite delle equazioni. 

Le domande II — 2), 3) 4) dipendono dalla Il — 1) e, rispetti 
vamente, dalle T — 2), 3), 4). 


1) Quali valori estremi possono assumere A e 8? 

2) Data l'equazione A= p, con f intero dato, positivo o 
nullo, discutere questa equazione, indicando un procedimento per 
trovare le sue soluzioni. Qual è il loro numero? 

3) a) Risolvere l’equazione: 


Xxot 2x3, + 4x0 + 8x7 = 10. 
b) Discutere l’equazione 
xa cb 2x3 4 2 +... + 25h a = PD, 


ove pe n sono interi dati. Qual è il numero delle soluzioni? 

4) Due interi relativi (cioè positivi, negativi o nulli) x e » 
si chiamano congrui modulo # se la loro differenza è un multiplo di 
n, e si scrive: 

4= (mod. x). 
Siano: p un intero tale che 0 < p < 7, d il M.C.D. di e p,n' il 
quoziente di x per 4, A l’insieme degli interi r tali che0<r<#— 1. 
Dato un numero r, appartenente ad 2, si chiama ciclo C, co- 
struito a partire da r, il sottoinsieme di tutti i numeri r di R tali che 
r — r; sia congruo ad un multiplo di p modulo x. 

a) Qual è il numero degli elementi di C,? Constatare che esso è 
indipendente da r,. Stabilire che un ciclo si può costruire partendo 
da uno qualsiasi dei suoi elementi e che due cicli distinti non pos- 
sono avere alcun elemento in comune. 
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Determinare il numero totale dei cicli nei quali R può decomporsi. 
Si comincerà con l’esaminare i seguenti esempi: 


= 15, p=6 e n=5, 


pe 3. 


b) Stabilire, mediante una rappresentazione sul cerchio tri- 
gonometrico, che la somma 


2 
X cos (è cli ri) 


estesa a tutti i valori r, di r di uno stesso ciclo è nulla. 

c) Risolvere l’equazione A = 3 per = 6. Per ciascuna delle 
soluzioni calcolare il valore corrispondente di B. Dedurne la tabella 
delle soluzioni del sistema: 


A=3 
B=r (mod. 6) per r=0, 1, 2, 3, 4, 5. 
d) Nel caso generale, sia dato il sistema 
A= 
e) 172? 
=r (mod. s). 
Se (x, x, <<<, Xnw1) è una soluzione del sistema dato, studiare di 
quale sistema 
A=> 
E! 
ca B=r' (mod. n) 


è soluzione (x, x1 - | - Xn-1, Xe). Dedurne che, al variare di r in un 
ciclo, il sistema (Z£) ha il medesimo numero di soluzioni. 


II 


1) Indichiamo qui con 4, 4, .. 
siansi. 
Sia data la formula 


«3 An-, dei numeri relativi qual- 


2° COS 4) * COS 4, - >> COS 4,_1 = 
X cos [404 414 0 + ana — 2(a0x0 + 49% + +0 + 403%) 


in cui la somma Y è estesa ad ogni possibile scelta di xp. x, ..., 23 
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Indicare esattamente che cosa rappresenta la somma che appa- 
re nel secondo membro e determinare il numero totale degli addendi 


di questa somma. 


2) Scomporre costa in una somma di coseni aventi la forma: 


X Ki cos (1— 2p)a. 


Calcolare K2, e verificare il risultato per a= 2, 3, 4. 
l'rasformare sen*z in una somma di seni. 
3) Scomporre il prodotto 


2"c0s 4 + cos 24 + cos 224 + «| + cos 29-1g 


in una somma di coseni. Verificare il risultato per n= 3. 
4) Si propone di trasformare l’espressione: 


l tt \ kr a-1 
P = 2* cos 4-COS (è ‘L — J-.--cos (& + Sn) * ‘COS (a+ _—— n) 
n n n 


anplicando la formula del IH 1). 


a) Eseguire anzitutto la trasformazione per n= 3. 
b) Nel caso generale, scrivere P nella forma: 


n 


P =- 3) cos È + (a-- 1) 3 — 24.4 — bali s| 


in cui 1 e 3 hanno il senso stabilito all’inizio dell’enunciato. 
c) Considerare anzitutto le somme parziali per le quali A= p, 


dove p è un numero dato tale che 0< P< n, e stabilire che queste 
somme sono nulle. 


d) Calcolare i restanti termini ( p= 0e p= n), e determinare 
cos! l’espressione ridotta di 7. 
e) Dedurne che 


sen ub = X sen è - sen (è + i) --- sen (6 + ein n) 
Pi n 


ove X è un coefficiente indipendente da 6, che verrà calcolato. 
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